Bimagische Quadrate

Der Franzose Georges Pfeffermann entdeckte 1890 das erste bimagische Quadrat der Welt und verdoffent-
lichte es am 15. Januar 1891 in der Zeitschrift Les Tablettes du Chercheur als Rétsel, bei dem nur einige
Zahlen eingetragen waren und andere Felder leer blieben.
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14 Tage spéter prasentierte er dann die Losung.
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Abb. 11.1: Das erste bimagische Quadrat der Ordnung n = 8 von Pfeffermann
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11.1 Ordnungn=38

11.1.1 Coccoz

Coccoz veroffentlichte 1892 eine Beschreibung des Verfahrens, mit dem die ersten bimagischen Quadrate
der Ordnung n = 8 erzeugt wurden.! Er arbeitet mit zwei Generatoren, die jeweils die Zahlen von 1
bis 64 enthalten. Der erste Generator erzeugt die bimagische Zeilen des Zielquadrates, der zweite die
bimagische Spalten. Diese beiden Generatoren werden zunéchst zu einem semi-bimagischen Quadrat
zusammengesetzt, bevor dann durch das Vertauschen von Zeilen und Spalten auch die Diagonalen bima-
gisch angeordnet werden. Der letzte Schritt ist allerdings nicht bei jedem mit diesem Verfahren erstellten
semi-bimagischen Quadrat moglich.

Um die bimagischen Reihen in den beiden Generatoren zu erhalten, arbeitet Coccoz mit fiinf unterschied-
lichen Zahlengruppen. In der ersten Gruppe werden die Zahlen von 1 bis 64 in 32 Zahlenpaare unterteilt,
von denen jeweils acht die gleiche Summe besitzen.

A B C D
8 9 24 25 40 41 56 57
7 10 23 26 39 42 55 58
6 11 22 27 38 43 54 59
5 12 21 28 37 44 53 60
4 13 20 29 36 45 52 61
3 14 19 30 35 46 51 62
2 15 18 31 34 47 50 63
1 16 17 32 33 48 49 64
Summe: 17 49 81 113

Tab. 11.1: Gruppe 1

Die vier Spalten A, B, C und D sind u.a. so gewé&hlt worden, dass die Summe von vier Zahlenpaaren aus
diesen Spalten immer 260 ergibt.

17449+ 814113 =260

Noch interessanter bei dieser Aufteilung ist aber die Summe der Quadrate dieser Zahlenpaare.

82+92=145 242 4+25°=1201 40> +41>=3281 56+ 57°= 6385 l“ s
72 +102 =149 232 4+26°=1205 392 +42%2=3285 5524 58°=6389
62 +112=157  222427°=1213 382 +432=3293  54%459°= 6397
524+122=169  212+282=1225 37> +442=3305 53 +60°= 6409
424132 =185 20> +29°=1241 362 +45*=3321 52 +61%= 6425
32 4+142=205 19°430°=1261 352 +46>=3341 512+ 62%= 6445
224152 =229 182 +431°=1285 342 4+472=3365  50% 4 63°= 6469
124162 =257 177 +322=1313 332 +48%2=3393 49?4 64%= 6497

1 Coccoz [103] S. 136142
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Der Zuwachs der Summen ist in den Zeilen der vier Spalten A, B, C und D immer gleich, wenn man die
Summen in der oberen Zeile als Basiszahl betrachtet.

Zuwachs A B C D

0 8 9 24 25 40 41 56 57
4 7 10 23 26 39 42 55 58
12 6 11 22 27 38 43 54 59
24 5 12 21 28 37 44 53 60
40 4 13 20 29 36 45 52 61
60 3 14 19 30 35 46 51 62
84 2 15 18 31 34 47 50 63
112 1 16 17 32 33 48 49 64

Tab. 11.2: Gruppe 1 mit dem Zuwachs bei den Summen

Der Gesamtzuwachs

0+4+12+24 440+ 60+ 84 + 112 = 336
kann in zwei Teilgruppen mit

336
0+24+60+84=4+12+40+112=7 = 168

aufgeteilt werden. Wahlt man nun die vier Zahlenpaare aus den Spalten A, B, C und D so, dass sie aus
den Zeilen mit dem Zuwichsen 4, 12, 40 und 112 bzw. 0, 24, 60 und 84 stammen, bilden die acht Zahlen
eine bimagische Reihe.

Zuwachs A B C D

0 8 9 24 25 40 4 56 57
4 7 10 23 26 39 42 55 58
12 6 11 22 27 38 43 54 59
24 5 12 21 28 37 44 53 60
40 4 13 20 29 36 45 52 61
60 3 14 19 30 35 46 51 62
84 2 15 18 31 34 47 50 63
112 1 16 17 32 33 48 49 64

Tab. 11.3: Bimagische Reihen in Gruppe 1

Fiir die weiteren vier Gruppen teilt Coccoz die Zahlenpaare etwas anders auf. Hier finden sich die ver-
tikalen acht Zahlenpaare nicht in einer einzigen Tabelle, sondern aufgeteilt in jeweils zwei Halften. Um
eine bimagische Reihe zu erhalten, wihlt man aus jeder der beiden Halften jeweils vier Zahlenpaare so
aus, dass alle Spalten A, B, C und D sowie alle vier Zeilen vertreten sind.

An den Summen in der unteren Zeile erkennt man, dass bei jeder Kombination alle acht Zahlen addiert
immer die Summe 260 ergeben. Durch die Bedingungen, die an die Wahl der Zahlenpaare gestellt wer-
den, ist aber auch sichergestellt, dass die Quadrate dieser Zahlen 11180 ergeben. In Tabelle 11.4 ist fiir
jede der beiden Hailften beispielhaft jeweils eine Auswahl angegeben.
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Zuwachs A B C D A B C D

0 7 9 24 26 40 42 55 57 8 10 23 25 39 41 56 58
16 5 1 22 28 38 44 53 59 6 12 21 27 37 43 54 60
30 3 13 20 30 36 46 51 61 4 14 19 29 35 45 52 62
48 1 15 18 32 34 48 49 63 2 16 17 31 33 47 50 64
16 50 82 112 18 48 80 114

Tab. 11.4: Gruppe 2

Entsprechend kann man die bimagischen Reihen fiir den Gruppen 3, 4 und 5 gewinnen, deren Aufbau in
den Tabellen 11.5 bis 11.7 dargestellt ist.

Zuwachs A B C D A B C D
0 6 9 24 27 40 43 54 57 8 11 22 25 38 41 56 59
8 5 10 23 28 39 44 53 58 7 12 21 26 37 42 55 60
56 2 13 20 31 36 47 50 61 4 15 18 29 34 45 52 63
80 1 14 19 32 35 48 49 62 3 16 17 30 33 46 51 64
15 51 83 111 19 47 79 115
Tab. 11.5: Gruppe 3
Zuwachs A B C D A B C D
0 4 9 24 29 40 45 52 57 8 13 20 25 36 41 56 61
12 3 10 23 30 39 46 51 58 7 14 19 26 35 42 55 62
28 2 11 22 31 38 47 50 59 6 15 18 27 34 43 54 63
48 112 21 32 37 48 49 60 5 16 17 28 33 44 53 64
13 53 85 109 21 45 77 117
Tab. 11.6: Gruppe 4
Zuwachs A B C D A B C D
0 4 5 28 29 44 45 52 53 12 13 20 21 36 37 60 61
4 3 6 27 30 43 46 51 54 11 14 19 22 35 38 59 62
12 2 7 26 31 42 47 50 55 10 15 18 23 34 39 58 63
24 18 25 32 41 48 49 56 9 16 17 24 33 40 57 64
9 57 89 105 25 41 73 121
Tab. 11.7: Gruppe 5
Beispiel 1

Um ein bimagisches Quadrat zu erzeugen beginnt man mit zwei Generatoren, deren bimagische Reihen
aus verschiedenen Gruppen stammen. Fiir Generator 1 wurden acht Reihen aus den Zahlen der Gruppe 1
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gewdhlt, die in die Zeilen des Generators eingetragen werden. Fiir den zweiten Generator wurde Gruppe
3 benutzt und die Zahlen werden hier in die Spalten eingetragen.

1116(22(27|39|42(52|61 1(2|3(4|5]|6|7|8
2 (15121128 (40(41|51|62 14(13(16(|15]10| 9 (12|11
3(14|24)125(37(44]|50]63 201191817 (24(23|22|21
4 113123|26(38(43(49 (64 31132(29(30(27|28|25|26
5112|18(31(35|46|56|57 40139(38(37(36|35|34|33
6 |11(17|32|36|45(55]|58 43144 (4142|147 |48|45|46
7 110({20|29|33(48|54|59 53|54 |55(56(49|50(51]|52
8191(19|30|34(47|53|60 58 57|160(59|62|61|64|63
a) Generator 1 (Gruppe 1) b) Generator 2 (Gruppe 3)

Abb. 11.2: Zwei Generatoren aus den Gruppen 1 und 3

In diesem Beispiel stimmen beide Generatoren in der Zahl 1 der linken oberen Ecke tiberein. Ist dies nicht
der Fall, kann man dies durch einen einfachen Zeilentausch, eventuell noch gefolgt vom einen Austausch
von zwei Zahlen der oberen Zeile, erreichen.

Das Grundidee der Methode von Coccoz besteht darin, das gesamte Quadrat in 2x2 - Blocke aufzutei-
len, deren Zahlen auf den Diagonalen immer bestimmte Werte annehmen. Durch das Vertauschen von
Zeilen und Zahlenpaaren innerhalb der Zeilen wird der erste Generator dann schrittweise in ein semi-
bimagisches Quadrat umgewandelt.

In diesem Beispiel betragt die Summe der Zahlen jeweils 65. Da im Block der linken oberen Ecke bereits
die Zahl 1 eingetragen ist, muss die Partnerzahl 64 in die rechte untere Ecke dieses 2 x2 - Blocks platziert
werden. Dazu vertauscht man zunichst die zweite Zeile von oben mit der Zeile, die die Zahl 64 enthilt.
Dann wird die Zahl 64 durch einen einfachen Austausch an der gewtinschten Stelle platziert. Damit
besitzt die erste der beiden Diagonalensummen in diesem Block bereits die geforderte Summe 65.

16 (22127|39(42 (52|61
15121(28|40(41|51|62
1424125|37 (44 (50|63
13(23)|26|38|43(49|64
12118 (31|35(46|56|57
11117 (32|36 |45|55|58
10(20)129|33(48 (54|59
9119(30|34(47|53|60

16 (22127|39(42 (52|61
13123 (26|38(43|49]|64
1424125|37 (44 (50|63
15(21)|28|40(41 (51|62
12118 (31|35|46|56|57
11117 (32|36 |45|55|58
10(20)129|33(48 (54|59
9119(30|34(47|53|60

16|22127|39(42|52 |61
6423|26|38(43|49|13
14124125|37|44|50|63
15121(28|40(41|51|62
12|18|31|35|46 (56|57
11|17 |32|36|45(55|58
10120(29|33(48|54|59
9 119(30|34|47(53|60

w|lVN|lo|lo|sr|lw|N]|—
o|lVN|loao|lo|dvM]|w| s~
w|lN]|lo|la|dv|w|s]—~

Abb. 11.3: Schritt 1

Der zweite Schritt ist jetzt etwas komplizierter, da mehrere Bedingungen erfiillt werden miissen. In den
oberen beiden Zeilen miissen zwei Zahlen gefunden werden, die

e auch die Summe 65 ergeben
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e in den beiden freien Plitzen des linken oberen 2 x 2 - Blocks platziert werden konnen

¢ auch in den beiden durch die Zahlen 1 und 64 vorgegebenen Spalten des zweiten Generators liegen

Werden solche Zahlen gefunden, konnen sie mit den Zahlen getauscht werden, die sich bisher auf den
benoétigten Plitzen befinden. Insgesamt wird durch dieses Vorgehen die bimagische Summe in den be-
teiligten Zeilen nicht zerstoért und die Spalten gemifs den bimagischen Spalten des zweiten Generators
gefillt.

112 (3(4|5(6|7]|8 116(22(27 (3942|5261 122(16(27 (3942|5261
141131161510 9 |12]|11 4 164)123(26|38|43|49]|13 43164123|126|38] 4 14913
2019|1817 (2423|2221 3114|24125|37|44|50|63 3114|24125|37|44|50|63
31(32|29|30|27|28|25|26 2115121|28|40)|41|51|62 2115121284041 |51|62
40139|38|37|36(35|34|33 5112|18|31|35|46|56|57 5112|18|31|35|46|56|57
4314414114247 (148|45|46 6 |11]|17]|32|36|45|55]|58 6 |11]|17]|32|36|45|55]|58
53|54 |55(56|49|50 (51|52 7 1101202933148 |54|59 7 1101202933148 |54|59
58 (57 (60(59(62(61(64|63 819119(30|34|47|53|60 819119(30|34|47|53|60

a) Generator 2 b) Generator 1: Partnerzahlen ¢) Generator 1: Tausch von Zahlen

Abb. 11.4: Schritt 2

Der rechts daneben liegende 2x2 - Block wird dann mit den Zahlen 16, 27, 38 und 49 aus den oberen
beiden Zeilen gefiillt. Auch im zweiten Generator liegen diese vier Zahlen in nur zwei Spalten.

1123 |4|5(6|7|8 1122(16|27(39|42|52|61
141131161510 9 |12]|11 4316413814923 | 4 12613
2019|1817 |24|23|22|21 3114|24125|37|44150|63
31(32129|30|27|28|25]|26 2 |15|21|28(40|41|51|62
40139|38|37|36(35|34|33 5112|18|31|35|46|56|57
43144141142 |47148|45|46 6 111|17]|32|36|45|55|58
53|54 |55(56|49(50 (51|52 7 1{10120(29|33|48|54|59
58 (57 (60(59(62(61|64|63 819119(30(34|47 (53|60
a) Generator 2 b) Generator 1: Partnerzahlen

Abb. 11.5: Schritt 3

Entsprechend werden die weiteren Blocke in den beiden oberen Zeilen gefiillt.
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1(22(16(2739(52(42|61 112211627 |39|52|42|61
43164|38|49|13|26| 4 |23 43164138|49|13|26| 4 |23
3114|24125|37|44|50|63 3114|24125|37|44150|63
2115121284041 |51|62 2 115|21|28|40|41|51|62
5112|18|31|35|46|56]|57 5112|18|31|35|46|56|57
6 |11]|17]|32|36|45|55]|58 6 111|17]|32|36|45|55|58
711012029 (33]|48|54|59 7 {10120(29|33|48|54|59
819119(30|34|47|53|60 819119(30(34|47 (53|60
a) Generator 1: dritter Block b) Generator 1: vierter Block

Abb. 11.6: Schritt 4

Fiir die nédchste Zeile des Zielquadrates wird eine noch unbenutzte Zahl aus der ersten Spalte des zweiten
Generators gesucht, z.B. 14. Diese Zahl wird an den linken Rand der Zeile getauscht und die Partnerzahl
entsprechend auf die zugehorige Diagonale. Befindet sich diese Partnerzahl 51 nicht in der Zeile darunter,
wird dies durch einen Zeilentausch sichergestellt.

Danach kann die zweite Diagonale mit den Zahlen 25 und 40 gefiillt werden.

1(22|16(27|39|52|42|61 1(22]|16|27|39(52 (42|61
43(64)|38(49|13(26| 4 |23 43164)38(49|13 (26| 4 |23
14| 3 |24|25|37 (445063 14125|24| 3 [37(44|50|63
2 |151|21|28|40(41 (15|62 40151(21(28( 2 |41|15|62
5112|18|31|35(46|56 |57 5112|18(31|35|46|56 |57
6 |11]|17|32|36|45|55]|58 6 |11|17|32|36(45|55(58
7 110120|29(33|48|54|59 7 110(20(29 (3348|5459
819 (19|30|34|47|53|60 819(19|30(34|47|53|60

a) Generator 1: erste Diagonale b) Generator 1: zweite Diagonale

Abb. 11.7: Schritt 5

Bei dem rechts daneben liegenden 2x2 - Block ist die Auswahl der nédchsten Diagonalen etwas einge-
schrankter. Um die Spalte bimagisch zu machen, muss die nédchste Zahl in der Spalte des zweiten Gene-
rators liegen, in der auch die bereits vorhandenen Zahlen 16 und 38 liegen. Damit ergibt sich dieser 2x2
- Block mit den Zahlen 3, 24, 41 und 2.

Entsprechend werden dann die beiden nédchsten Blocke in diesen beiden Zeilen gefiillt.
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1(22(16(27 (3952|4261 112211627 |39|52|42|61
43164|38|49|13|26| 4 |23 43164138|49|13|26| 4 |23
14|25 3 |24|37|44(50|63 14125| 3 |24|44163|37 (50
40(51141|62| 2 |21(15|28 40|51|41|62| 2 |21(15|28
3 110|28|39|33|48|56 |59 5112|18|31|35|46|56|57
6 |11]|17]|32|36|45|55]|58 6 |111|17]|32|36|45|55|58
7 1101202933148 |54|59 7 {10120(2933|48|54|59
819119(30|34|47|53|60 819119(30(34|47 (53|60
a) Generator 1: zweiter 2X 2 - Block b) Generator 1: zwei weitere Blocke

Abb. 11.8: Schritt 6

Werden nach diesem Schema auch die Zahlen der unteren Halfte des Quadrates angeordnet, entsteht das
semi-bimagische Quadrat aus Abbildung 11.9.

1(22|16|27 (3952|4261
43164 (38(49|13(26( 4 |23
14 (25| 3 [24(44{63|37|50
40|51|41(62| 2 (21|15(28
2017 129(10|54(33(59(48
58451553632 |11|17| 6
31|12|18| 5 |57 |46 |56 |35
53(34|60|47(19( 8 |30| 9

Abb. 11.9: Semi-bimagisches Quadrat

Dieses semi-bimagische Quadrat muss jetzt noch in ein bimagisches umgewandelt werden. Dazu miissen
unter den 38039 bimagischen Reihen zwei passende gefunden werden, um durch das Vertauschen von
Zeilen und Spalten ein bimagisches Quadrat zu erzeugen. Dazu kann man beispielsweise die beiden
bimagischen Reihen aus Tabelle 11.8 benutzen.

Diagonale 1 4 14 18 32 33 47 51 61
Diagonale 2 5 11 23 25 40 42 54 60

Tab. 11.8: Bimagische Reihen fiir die Diagonalen, um das bimagische Quadrat zu erzeugen

Wie man in Abbildung 11.10a erkennt, ist in jeder Zeile und Spalte des semi-bimagischen Quadrates
jeweils eine Zahl der beiden fiir die Diagonalen vorgesehenen magischen Reihen vorhanden. Deshalb
kann man die Zeilen und Spalten so vertauschen, dass die entsprechenden Zahlen wie im bimagischen
Quadrat der Abbildung 11.10b auf den Diagonalen liegen.
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1(22]16|27(39|52|42|61 611271 |39|52(22|16|42
43164 (3849|113 (26| 4 |23 9 147 (53|19| 8 |34(60]30
14125( 3 |24|144(63|37|50 50(24(14|44|63|25| 3 |37
40|51(41(62| 2 |21|15|28 6 |36|58(32|11|45|55]|17
20| 7 |29(10(54|33|59|48 48110(20(54(33| 7 |29|59
58 45|55(36(32|11(17| 6 28162 (40| 2 (21]|51|41]|15
31|112(18| 5 |57 46|56 |35 35|15 (31|57|46|12|18]|56
53134|160(47(19| 8 [30] 9 23149(43|13|26|64(38]| 4
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.10: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Beispiel 1)

In Beispiel 1 lagen die Zahlen fiir die bimagischen Diagonalen vollstindig in den 2x2 - Blocken. Sie
konnen aber auch anders angeordnet sein, etwa als Diagonalen in diesen Blocken. So entsteht aus dem
semi-bimagischen Quadrat ein voéllig anderes bimagisches Quadrat wie in Abbildung 11.11.

1 |22|16|27|39|52|42|61 16 (27 |52(39(22| 1 |42|61
43164 (38(49|13|26| 4 |23 38149(26(13|64|43| 4 |23
14|25| 3 |24|44|63|37]50 3 (24]63|44|25(14|37 |50
40151(41|62| 2 |21(15|28 41162 (21| 2 |51|40(15|28
20| 7 (29|10|54)|33(5948 55136|11(32(45|58(17| 6
58145|55(36(32|11(17| 6 29110(33|54| 7 |20(5948
3112|185 |57 |46|56|35 60478 [19(34|53|30]| 9
53(34(60(47]|19| 8 |30]| 9 18| 5 |46 |57 (1231|5635
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.11: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Variante)

Prinzipiell konnen die jeweils acht Zahlen fiir die beiden bimagischen Reihen auch véllig unabhingig
voneinander gewéhlt werden. Da allerdings zu dieser Zeit erst wenige bimagische Reihen bekannt waren
und Coccoz bei seiner Methode mit Zahlenpaaren auf den Diagonalen der 2 x2 - Blocke arbeitet, wurden
diese auch bei den Diagonalen benutzt.

Beispiel 2

Im ersten Beispiel besafien alle Diagonalen die Summe 65. Coccoz vermutete, dass insgesamt sieben
verschiedene Summen benutzt werden kénnen, ohne dies allerdings zu beweisen. Besitzen die beiden
Zahlen einer Diagonalen eine der sieben folgenden Summen p, muss die andere Diagonale die Summe
130 — p besitzen.

33 49 57 61 63 64 65

Im zweiten Beispiel wird die Gruppe 5 fiir die bimagischen Zeilen des ersten Generators, sowie die
Gruppe 3 fiir die Spalten des zweiten Generators benutzt.
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1(8(26|31(43|46|52(53 1(2|3|(4|5]|6|7|8
2 |7 125)|32(44(45|51 |54 14113(16|15|10| 9 |12]|11
316 (28(29|41(48|50]55 2412322121120 (19|18]|17
415 127|30(42(47 (49|56 27 128125(26(31(32|29]|30
9 116|18(23(35|38|60|61 39140(37(38|35(36(33|34
10|15|17|24|36(37|59|62 44143 (4241|4847 (46|45
11|14(20|21|33(40|58]|63 50149 |52 (51|54|53|56]55
12|113(19|22|34(39|57 |64 61|62 (63|64|57|58(59]|60
a) Generator 1 (Gruppe 5) b) Generator 2 (Gruppe 3)

Abb. 11.12: Zwei Generatoren aus den Gruppen 5 und 3

Aus diesen beiden Generatoren erzeugt man beispielsweise das semi-bimagische Quadrat aus Abbildung
11.13a. Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten werden danach die beiden Diagonalen bimagisch
gemacht und es entsteht das bimagische Quadrat in Abbildung 11.13b.

1|8 |26|31|43|46(52(53 31(26|43(46| 1 | 8 | 53|52
61|60(38(35(23|18|16| 9 35(138(23(18|61|60| 9 |16
27130 4 [ 5|49|56|42|47 514 (49|56|27 (30|47 |42
39|34(64|57|13(12|22|19 57 164|13(12(39|34(19]|22
44145(51|54| 2 |7 |25|32 54151 2 (7 4445|3225
24117 (15|10|62(59|37|36 10| 15(62 59|24 (17 (36|37
50(55(41(48|28|29| 3 | 6 48141(28(29|50|55| 6| 3
14|11|21|20(40(33|63|58 20121(40(33(14|11|58/|63
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.13: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Beispiel 2)

Beispiel 3

Im dritten Beispiel werden die Diagonalensummen 33 und 97 verwendet. Fiir die Generatoren werden
Zahlen aus den Gruppen 2 und 4 gewdhlt.
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1(15|20|30(40|42|53(59 1(2|3|(4|5]|6|7|8
2 116(19(29(39|41(54]|60 12|11(10| 9 |16(15|14|13
3113(18|32|38|44|55]|57 22121(24|23|18(17]20|19
4 114117|31|37[43|56(58 31132(29(30(27|28|25|26
5111|24(26|36(46|49|63 39140(37(38(35(36(33|34
6 |12|23|25|35(45|50|64 46145(48 |47 |42 |41|44|43
719 (22|28|34(48|51|61 52151|50(49|56|55(54|53
8 [10|21|27|33(47|52]|62 57158|59(60|61|62|63|64
a) Generator 1 (Gruppe 2) b) Generator 2 (Gruppe 4)

Abb. 11.14: Zwei Generatoren aus den Gruppen 2 und 4

Mit den Diagonalensummen 33 und 97 entsteht zunédchst das semi-bimagische Quadrat in Abbildung
11.15a, das dann durch Vertauschen von Zeilen und Spalten in das bimagische Quadrat der Abbildung
11.15b tiberfiihrt wird.

1140|2053 |15(42(30(59 53(20(15(42|40| 1 |30]|59
57132|44(13(55|18(38]| 3 13|44 (55|18|32(57|38]| 3
12|145(25|64| 6 [35]23|50 64125( 6 |35]45]|12(23|50
52121)|33| 8 (62274710 8 [33]62|27|21(52|47|10
22|51 7 |34]|28|61| 9 |48 19|54(41116]| 2 [39|60|29
46111(63|26|36| 5 (49|24 43114 (1756|5831 4 |37
31|58(14(43|17|56| 4 |37 26|63 (36| 5 |11(46(49|24
39| 2 [54(19(41]|16|60|29 34| 7 [28(61]|51|22| 9 |48
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.15: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Beispiel 3)

Insgesamt lassen sich mit den Kombinationen der fiinf Gruppen 2188 wirklich unterschiedliche bimagi-
sche Quadrate erzeugen. Aus jedem einzelnen dieser Quadrate kénnen dann noch einmal 1536 weitere
bimagische Quadrate erzeugt werden, die aber alle die prinzipiell gleiche Struktur besitzen.?

Varianten

In einem Artikel aus dem Jahre 1893 gibt Coccoz einige Moglichkeiten an, wie man weitere bimagische
Quadrate erzeugen kann. In seinem Beispiel® erzeugt er ein bimagisches Quadrat, indem er bei den
Generatoren mit Zahlen aus den Gruppen 4 und 2 beginnt.*

2 siehe Kapitel 11.1.14
3 siehe Coccoz [103] S. 172, Abbildung 1
4 Coccoz [104]

-765-



1(12|22|31(40|45|51(58 1(2|3|(4|5]|6|7|8
2 111(21(32|39|46|52|57 15|116(13|14|11(12| 9 |10
3110(24|29|38|47(49]60 2412322121120 (19|18]|17
419 123|30(37(48(50(59 26(25(28(27|30|129|32]|31
5116|18(27|36|41|55|62 36(35(34(33(40|39|38]|37
6 |15|17(28(35|42|56|61 46145(48 (47|42 |41|44|43
7 114(20|25|34|43(53|64 53|54 |55(56(49|50(51]|52
8 [13]19]|26|33(44|54|63 59160|57(58|63|64|61]|62
a) Generator 1 (Gruppe 4) b) Generator 2 (Gruppe 2)

Abb. 11.16: Zwei Generatoren aus den Gruppen 4 und 2

Mit diesen beiden Generatoren erhdlt man beispielsweise das semi-bimagische Quadrat aus Abbildung
11.17, bei dem zusétzlich noch ein Zeilentausch vorgenommen wird, damit man die Gemeinsamkeiten
zu dem bisherigen Beispiel von Coccoz besser erkennt.

1 |51|22|40(31|45|12]58 24|38 3 (49|10|60]29 |47
46|32 |57 |11|52| 2 [39]|21 46|32 |57 11|52 2 [39]|21
15(61(28(42|17(35| 6 |56 53| 7 |34)|20|43|25|64 |14
36|18|55| 5 |62|16(41|27 15(61(28(42|17(35| 6 |56
24138| 3 [49|10(60 (29|47 1(51|22]40|31|45|12|58
5919 148|30|37|23|50| 4 5919 148|30|37|23|50| 4
26 (44113 (63| 8 |54(19|33 36|18|55| 5 |62|16(41|27
53 (7 |(34)|20(43 (25|64 |14 26|44 (13 (63| 8 [54(19]|33
a) semi-bimagisches Quadrat b) mit vertauschten Zeilen

Abb. 11.17: Semi-bimagisches Quadrat

Mit zwei geeigneten bimagischen Reihen fiir die Diagonalen

Diagonale 1 2 6 27 31 44 48 49 53
Diagonale 2 12 16 17 21 34 38 59 63

Tab. 11.9: Bimagische Reihen fiir die Diagonalen

entsteht dann das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.18.
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24138 3 |49]10(60(29|47 38147(3|10|29(24|60]|49
46132 (57 |11|52| 2 [39]21 32121(57(52|39(|46| 2 |11
53| 7 |34(20(43|25|64|14 7 |14|34(43|64(53]|25|20
1561|2842 (17|35| 6 |56 61|56(28(17| 6 |15|35|42
1|51|22|40|31(45(12(58 51(58(22(31|12| 1 |45|40
599 (48(30|37|23|50]| 4 9|4 |48(37|50(59(23|30
36|18 (55| 5 |62|16|41|27 18|27 (55162|41(36|16| 5
26144(13|63| 8 |[54]19]|33 44133(13| 8 |19|26|54|63
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.18: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Beispiel 4)

Coccoz ordnet 32 Zahlen aus vier Zeilen besonders an. Damit die nachfolgenden Schritte verstandlicher
werden, werden diese vier Zeilen wie in Abbildung 11.19a in die obere Hilfte des Quadrates verscho-
ben. Dadurch geht zwar die bimagische Eigenschaft verloren, aber das Quadrat bleibt weiterhin semi-
bimagisch.

In diesen vier Zeilen der oberen Hilfte ordnet Coccoz 16 Zahlenpaare so an, dass deren Summe jeweils
65 betrégt.

381473 [10(29|24|60]49 38|27 (55(10(41|24]|60]| 5
1827|5562 |41(36|16| 5 18147 3 |62(29(36|16|49
6156|2817 | 6 |15|35]|42 61| 4 [48(17|50(15]|35|30
9|4 (48|37|50|59(23]30 9 |156(28|37| 6 [59]|23]|42
32121(57(52|39(|46| 2 |11 32121(57(52|39(|46| 2 |11
7 114(34|43|64|53(25]20 7 114(34|43|64|53(25]20
5115822 (31|12| 1 (45|40 5115822 (31|12| 1 (45|40
44133(113(8 (19|26|54|63 44133(113(8 (19|26|54|63

a) Verschieben von vier Zeilen b) Aufteilung in 16 Zahlenpaare

Abb. 11.19: Anordnung von 16 Zahlenpaaren mit der Summe 65 in der oberen Halfte

Den gleichen Effekt wie die Aufteilung in 16 Zahlenpaare kann man auch mit dem vertikalen Tausch von
vier Zahlenpaaren in jeweils zwei dieser Zeilen erreichen, wie es in Abbildung 11.20 dargestellt ist. Die
Beschreibung mit Hilfe von Vertauschungen macht den Vorgang etwas klarer und ero6ffnet viele weitere
Moglichkeiten zum Vertauschen von Zahlen in den Zeilen eines semi-bimagischen Quadrates.
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38|27 |55(10|41(24(60| 5
18 (47| 3 [62(29(36|16|49
61| 4 (48(17|50(15(35|30
9 156(28(37| 6 |59|23 |42
32|21(57|52|39(46| 2 |11
7 114|34(43]|64|53(25|20
51|58|22|31|12| 1 |45|40
44133113 |8 |19|26 (54|63

Abb. 11.20: Vertauschen von Zahlenpaaren in der oberen Hilfte

Obwohl keine ganzen Zeilen, sondern nur vier Zahlen ausgetauscht werden, bleibt die semi-bimagische
Eigenschaft erhalten. Das erkennt man an den Summen der vertauschten Zahlen. So gilt etwa fiir die
oberen beiden Zeilen:

47 4+3 429 + 49 = 128 47% + 3% + 297 + 497 = 5460
27 4+554+41+5=128 27% 4+ 552 + 412 + 5% = 5460

Ebenso stimmen die Summen der entsprechenden Zahlen sowie die Summen der quadrierten Zahlen in
den beiden unteren Zeilen tiberein, so dass man diese Zahlen austauschen kann.

4448 +50+30 =132 4% 4+ 48% +50% 4+ 30% = 5720
56 +28 +6+42 = 132 567 + 28% + 6% + 422 = 5720

Um dieses semi-bimagische Quadrat nach der Transformation in ein bimagisches umzuwandeln, werden
wieder geeignete bimagische Reihen als Diagonalen benétigt, wie etwa die aus Tabelle 11.10.

Diagonale 1 12 16 17 21 34 38 59 63
Diagonale 2 9 13 20 24 35 39 58 62

Tab. 11.10: Bimagische Reihen fiir die Diagonalen

Abschliefsend konnen diese Zahlen auf den Diagonalen platziert werden, so dass das bimagische Qua-
drat aus Abbildung 11.21 entsteht.

38|27 (55|10(41|24(60]| 5 38|60(41| 5 |55|27 (10|24
18|47 3 162|129 (36|16|49 18116(29|49| 3 (476236
61| 4 |48(17|50(15|35]|30 51(45(12(40|22|58|31| 1
9 |56(28(37| 6 |59]|23|42 44154119(63|13|33| 8 |26
32|21(57(52|39|46| 2 |11 7 125|64(20(34|14)|43|53
7 |14|34(43|64(53|25|20 3212 [39(11(57|21|52]|46
5158|122 (31|12 1 (45|40 61|35(50(30|48| 4 |17]|15
44133(13| 8 |19(26|54|63 9 |123| 6 |42|28|56|37|59
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.21: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Beispiel 5)
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Mit diesem Beispiel hat Coccoz gezeigt, dass man durch das Vertauschen von Zahlen, bei denen die
Summen tibereinstimmen, ein bimagisches Quadrat in ein anderes transformieren kann. Diese Trans-
formation ist aber nicht allgemein giiltig, sondern ebenso wie weitere Transformationen immer nur bei
speziellen bimagischen Quadraten moglich, wenn die Summen der Zahlen und der quadrierten Zahlen
in zwei Zeilen tibereinstimmen.

Weitere Beispiele von Transformationen

Nun soll noch eine kleine Auswahl von weiteren Transformationen angegeben werden, um die Vielfalt
von Moglichkeiten zu verdeutlichen. In den ersten beiden Beispielen werden jeweils vier Zahlen aus
zwei Zahlenpaaren gegeneinander ausgetauscht. Unter den Abbildungen 11.22 sowie 11.24 sind jeweils
die Summen der Zahlen sowie der quadrierten Zahlen angegeben, an denen man erkennen kann, dass
mit der Transformation mindestens wieder ein semi-bimagisches Quadrat entsteht.

3 |56|14(57(31(44(18|37 34156 (47(57|31| 9 (18] 8
55| 4 |58(13|43|32|38]|17 55| 4 |58(13|43|32|38]|17
34121147 (28|62| 9 [51] 8 3121(14(28|62|44(51|37
22133|27(48|10(|61| 7 |52 22133(27|48|10|61| 7 |52
45126 (36(23|49| 6 |64 |11 45126 (3623|149 6 |64|11
25146 (24|35| 5 (50|12 |63 60|46 (53|35 5|19(12]30
16|59 1 |54(20(39|29 |42 16|59 1 |54120(39|29|42
60(15(53| 2 (40|19|41|30 25|15(24( 2 (40|50|41|63
a) bimagisches Quadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.22: Transformation eines bimagischen Quadrates in ein semi-bimagisches Quadrat

3+ 14 +44 +37 =98 32 +14% 4+ 442 + 372 = 3510

344474+94+8=098 342 + 477 + 92 + 82 = 3510
25424+ 50 4 63 = 162 252 4 24% 4+ 50% 4 632 = 7670
60 + 53 4+ 19 + 30 = 162 60 + 53% 4+ 19% 4 30 = 7670

Im ersten Beispiel sind einige Zahlen auf den Diagonalen vom Austausch betroffen, so dass das trans-
formierte Quadrat nur semi-bimagisch ist. Durch geeignete bimagische Reihen, deren Zahlen durch das
Vertauschen von Zeilen und Spalten auf den Diagonalen platziert werden, entsteht dann ein bimagisches
Quadrat.

56 31| 9 |34|57|18|47| 8
4 143132|55(13|38|58|17
21162 |44 | 3 |28|51(14|37
33110612248 7 |27 |52
15(40 (50 (25| 2 {41|24|63
591201391654 |29| 1 (42
46| 5 |19(60|35(12 (53|30
26|49 6 (45|23 (64 36|11

Abb. 11.23: Bimagisches Quadrat
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Im zweiten Beispiel sind die Diagonalen dagegen vom Austausch der Zahlen nicht betroffen und das
transformierte Quadrat ist bimagisch.

11|136(55|32| 6 [45]|58 |17 11|54 (5511020 (45|48]|17
64 (23| 4 (43(49(26|13|38 64|23| 4 [43(49(26|13|38
29154133(10]20(59(48]| 7 29136(33(32| 6 (59|58 7
4211 (22|61|39(16|27 |52 4211 (2261391627 |52
51|28|15(40|62 21| 2 |41 51128|15(40(62|21| 2 |41
8 (4760119 9 |34|53(30 8 [57]60]| 5 |31(34|35|30
37114125(50|44| 3 |24|63 37114255044 3 | 24|63
18|57 (46| 5 [31(56]35(12 1814714619 9 | 56|53 |12

a) bimagisches Quadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.24: Transformation eines bimagischen Quadrates in ein anderes bimagisches Quadrat

36432+ 6+58 =132 362 + 322 + 6% + 58% = 5720
544+ 10420 + 48 = 132 542 4+ 10% 4 20% 4 482 = 5720
474+ 19 +9 +53 = 128 47% +19% 4+ 9% + 53% = 5460
57+5+31+35=128 57% 4+ 5% 4+ 312 + 35% = 5460

Die nédchsten beiden Beispiele in den Abbildungen 11.25 und 11.26 lassen erkennen, dass in einigen Fallen
auch durch einen Austausch von vier Zahlen in nur zwei Zeilen wieder mindestens ein semi-bimagisches
Quadrat entsteht. In beiden hier dargestellten Beispielen ist das transformierte Quadrat sogar wieder
bimagisch.

2 (411487 |30|53(52|27 2 |141(48| 7 |30(|53|52]|27
37114111(36|57 (18|23 |64 37114 (11|36|57|18(23|64
62121120(59(34(9 |16]39 62121({20(59|34| 9 |16|39
25|50(55(32| 5 |46|43| 4 25|50(55(32| 5 |46|43| 4
51(28|29|54|47|8 | 1 |42 51(28|29(54|47|8 |1 |42
24 (63 (581712353813 241 3 [58|45]156(35|26|13
15|140(33|10(19|60|61 |22 15|140(33|10|19(60|61|22
4413 | 6 |45]|56 (312649 44163( 6 |17)12(31|38|49
a) bimagisches Quadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.25: Transformation eines bimagischen Quadrates in ein anderes bimagisches Quadrat

63+ 17+ 12+38 = 130 632 + 17 4+ 122 + 38% = 5846
3445+ 56426 =130 32 4+ 45% + 567 + 26% = 5846
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6 129(42|49|39(64|11|20 6 129(42|49|39|64(11]|20
32| 7 |52(43]|61(38|17|10 32| 7 |52|43]61|38(17]|10
50(41(30( 5 (19|12|63|40 44151(30( 5 (19|12|37|62
[: 44151( 8 (31| 9 (183762 50(41| 8 [31|9 (18]|63|40 ::l
25| 2 [53|46|60|35|24]|15 25| 2 |53(46|60|35|24]|15
3128|47(56(34(57 (14|21 3 128|47(56(34|57|14|21
451541 |26|16(23|36|59 4515411 |26|16(23|36|59
5514827 4 |22|13|58]|33 5514827 4 |22]|13|58]|33
a) bimagisches Quadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.26: Transformation eines bimagischen Quadrates in ein anderes bimagisches Quadrat

50 + 41 + 63 + 40 = 194 507 + 412 + 63% + 40% = 9750
44 + 51437462 = 194 44% + 512 + 37% + 62° = 9750

Die beiden Beispiele in den Abbildungen 11.27 und 11.28 zeigen, dass die Ubereinstimmung der Summen
nattirlich auch in den Spalten stattfinden kann. Auch in diesen Fillen kann eine Transformation durch-
gefiihrt werden, die wie in diesen beiden Beispielen zumindest semi-bimagische Quadrate ergibt.

¥ ¥ R v }
5124(63|46|12|25|50]35 5124|163(46|12|25|50]|35
10|27 (52|33| 7 (226148 10|52 (27)33|48(22|61| 7
19|12 (4116030 (15|40]|53 19141( 2 |60|53(15|40|30
32113(38|55|17| 4 [43|58 32113(38|55|17| 4 (43|58
57144 3 [18(56|37 (14|31 571 3 |44(18(31|37 (14|56
54139116(29(59|42( 1 |20 54139116(29(59|42( 1 |20
47162 21| 8 |34(51(28| 9 47162 (21| 8 |34|51(28]| 9
36(49(26(11(45|64|23| 6 36(26(49 (11| 6 | 64|23|45

a) bimagisches Quadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.27: Transformation eines bimagischen Quadrates in ein semi-bimagisches Quadrat

2742444 +49 = 122 27% 4 2% + 442 + 49?2 = 5070
52441 43426=122 52% 4412 + 32 + 26 = 5070
7430+ 56 +45 = 138 72 4307 + 56% + 452 = 6110
48 +53 43146 =138 48% + 532 + 317+ 6> = 6110
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{ ¥ v V v v v v

3132(59|40|18(13|42|53 3132(59|40|18(13|42|53
10|121(50|45|27| 8 |35|64 50121(10|45|35| 8 (27|64
29| 2 (37|58|16|19|56|43 29| 2 (37|58|16|19|56|43
24 111|48(51| 5 |26|61|34 48 111|24(51(61|26| 5 |34
47 152123(12|62|33| 6 |25 47 152123(12|62|33| 6 |25
3857|130 1 [55(44]|15]|20 3057|381 |15(44]|55]|20
49146(9 |22|36(63|28]| 7 49146(9 |22|36(63|28]| 7
60|39 (4 |31]|41|54(17 |14 4 13916031 |17(54|41|14
a) bimagisches Quadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.28: Transformation eines bimagischen Quadrates in ein semi-bimagisches Quadrat

10 +24 + 38 4+ 60 = 132 10? + 24% 4 382 4+ 60 = 5720
50448430 +4 =132 50% + 48% 4 30% 4 4% = 5720
274+5455+41 =128 27% + 5% + 552 + 41% = 5460
35461415+ 17 =128 352 4+ 612 + 15% 4 17% = 5460

Die beiden durch die Transformation erzeugten semi-bimagischen Quadrate konnen dann wie tiblich in
bimagische Quadrate umgewandelt werden. Die beiden Ergebnisse sind in den Abbildungen 11.29a und
11.29b dargestellt.

50112 |35(25(46|24(63| 5 401 3 [32]59|42|13|18]|53
6148 | 7 |22|33|52(27]|10 45150(21|10|27| 8 [35|64
40153(30|15|60(41| 2 |19 58129 2 [37]56]19(16|43
43117 (58| 4 |55|13|38]|32 51(48(11(24]| 5 |26|61|34
1159|20|42|29|39(16(54 31| 4 (39(60(41(54|17|14
1431|5637 (18 3 (44|57 22149146( 9 |28|63|36]| 7
23|16 [45]64|11(26|49]|36 1(30|57|38|55|44]|15(20
281349 |51| 8 |62]|21|47 12|47 (52|23]| 6 [33]62]|25
a) bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.29: Umwandlungen der semi-bimagischen Quadrate in bimagische Quadrate

Irregulédre bimagische Quadrate

Um weitere bimagische Quadrate zu erzeugen, gibt Coccoz ein Beispiel an, wo er nicht mit zwei der fiinf
fundamentalen Gruppen arbeitet, sondern jeweils zwei Gruppen fiir einen Generator kombiniert. Der
Generator fiir die bimagischen Zeilen benutzt Zahlen aus den Gruppen 3 und 4, der Generator fiir die
bimagischen Spalten dagegen die Gruppen 1 und 5.
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11 1 1 5 5 5 5

3110(24(29(38(47(49(60}) 4 511(8|4]|11|2|3]10
5116(18|27|36|41|55|62| 4 121169 |13(14|7 | 6 |15
2 113(19|32|40(43|53|58}) 3 19|123(18|22|17(28|25|20
7 112122(25|33(46|52 |63} 3 30126(31(27|24(29|32|21
1(14(20|131|39|44(54 (57} 3 34138(35(39|36(41|44|33
8 (11]21|26(34|45|51(64]) 3 47143 (46|42 |37|48(45|40
6 |15(17|28|35(42|56|61| 4 5652|53(49|58|51(50]59
419 123(30(37(48(50(59} 4 57 (61|60 (64]|63|54|55]|62

a) Generator 1 (Gruppen 3 und 4) b) Generator 2 (Gruppen 1 und 5)

Abb. 11.30: Zwei Generatoren aus den Gruppen 3 und 4 sowie 1 und 5

Mit diesen beiden Generatoren kann beispielsweise das semi-bimagische Quadrat aus Abbildung 11.31
konstruiert werden, wo alle 2x 2 - Blocke die Diagonalensummen 65 besitzen.

47 160(49(38|24(29| 3 |10
511827 (16|36|41|55|62
56(35|42|61|17|28| 6 |15
301 9|4 |23]|37|48(50(59
19(53(13(43(58| 2 |32|40
12 (46 (22 (52 (63| 7 |25]|33
57131(39| 1 (14|54 (44|20
34| 8 [64|26|11(51 (45|21

Abb. 11.31: Semi-bimagisches Quadrat

Um dieses semi-bimagische Quadrat in ein bimagisches umzuwandeln, kann man beispielsweise die
Diagonalen aus Tabelle 11.11 benutzen.

Diagonale 1 2 16 20 30 35 45 49 63
Diagonale 2 4 14 18 32 33 47 51 61

Tab. 11.11: Bimagische Reihen fiir die Diagonalen

Vertauscht man die Zeilen und Spalten so, dass diese Zahlen passend auf den Diagonalen angeordnet
werden, entsteht beispielsweise das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.32.
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47160(49(38|24|129( 3 |10 49138(10| 3 |29(24|60|47
5118(27]16|36(41|55|62 27116 (62|55|41|36(18]| 5
56 (35(42(61]|17|28]| 6 |15 39| 1(20(44|54]|14|31|57
301 9|4 (23(37|48|50|59 64|26|21(45(51|11| 8 |34
1953|1343 (58| 2 |32]|40 131434032 | 2 |58|53|19
1246|2252 (63| 7 |25|33 22 152(33 (25| 7 |63|46]|12
57131|39( 1 (14|54(44|20 42161(15| 6 |28|17|35|56
341 8 [64]26]|11|51(45]|21 4 (23159|50|48(37| 9 |30
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.32: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Beispiel 6)

Ausgehend von diesem bimagischen Quadrat gibt Coccoz weitere Moglichkeiten von Vertauschungen
an, die zu weiteren bimagischen Quadraten fiihren. Besitzen diese Quadrate aufler den bekannten Zah-
lenpaaren wie beispielsweise 33-97, 64-66 oder 65-65 auch vollig neue Kombinationen wie z.B. 57-73,
nennt er sie irregulér.

11.1.2 Coccoz (algebraisches Muster)

Coccoz hat 1894 ein algebraisches Muster vorgestellt, mit dem sich bimagische Quadrate der Ordnung
n =8 erzeugen lassen.’

DR|{dq|cQ(Bs|Cr|bP|ap|AS
cS|{Cp|DP|ar|ds|AQ|Bq|bR
bp [BS|[As |[dQ|aP|Dr|CR|cq
dP|Ds |CS |bg|cp|BR|Ar|aQ
Ag|aR|br|CP|BQ|cs|dS|Dp
CQ|cr|dR|Ap|Dq|aS|bs|BP
Br(bQ|ag|DS|AR|dp|cP|Cs
as |AP[Bp|cR|bS|Cq|DQ|dr

Abb. 11.33: Algebraisches Muster
Die den Buchstaben zugeordneten Zahlen miissen dabei zwei Bedingungen erfiillen. Zunédchst miissen
die zueinander geh6renden Grof3- und Kleinbuchstaben addiert jeweils die Summe 7 ergeben.
A+a=B+b=C+c+D+d=P+p=0Q+qgq=R+r=S+s=7
Zusitzlich missen noch folgende Gleichheiten gelten:

A+D+b+c=a+d+B+C=14
P+S+q+r=p+s+Q0+R=14

5 Coccoz [102] S.173-174
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Diese Bedingungen lassen sich nur durch die beiden Zahlengruppen 0,3,5,6 und 1,2,4,7 realisie-
ren. Mit dieser Wahl lésst sich gleichzeitig auch die bimagische Eigenschaft erzielen, denn diese beiden
Zahlengruppen sind fiir die Zahlen 0, 1, ..., 7 die beiden einzigen Kombinationen, fiir die sowohl die
Summe der Zahlen als auch die Summe der Quadrate gleich ist.

0+3+5+6=1+2+4+7
2+32+52+62=12422442472

Wiéhlt man beispielsweise die Belegung

Belegung

a b ¢ d D C¢ B A p g r s S R Q P
6 2 4 o0 7 3 5 1 6 7 2 3 4 5 0 1

Abb. 11.34: Mogliche Belegung fiir ein bimagisches Quadrat

erkennt man, dass die gestellten Bedingungen erfiillt sind. Zunéchst sind den zueinander gehérenden
Grofs- und Kleinbuchstaben immer komplementire Zahlen beziiglich 7 zugeordnet. Weiterhin werden
den 16 Buchstaben auch giiltige Zahlen aus den beiden Zahlengruppen zugeordnet.

A+D+b+c=a+d+B+C=14 1474+24+4=64+0+5+3=14
P+S+q+r=p+s+Q+R=14 1444+74+2=64+3+0+5=14

Mit dieser Belegung ergibt sich dann das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.35. Wie alle bimagischen
Quadrate, die sich mit diesem algebraischen Muster erzeugen lassen, ist auch dieses Quadrat symme-
trisch und besitzt trimagische Diagonalen.

62| 8 |33(44|27|18|55(13
37131|58|51| 4|9 (48|22
23145112 1 |50(59(30(40
2160(29(24)|39|46|11 (49
16|54|19(26|41|36| 5 |63
25|35( 6 |15|64(53|20|42
43117 |56 (61|14 7 (34|28
52110|47|38|21|32|57| 3

Abb. 11.35: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Beispiel 1)

Insgesamt existieren 320 verschiedene Belegungen fiir dieses algebraische Muster, mit denen bimagische
Quadrate erstellt werden koénnen. Ein weiteres Beispiel ist in Abbildung 11.36 dargestellt.
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Belegung

a b ¢ d D C B A p g r s S R Q P
2 3 o0 1 66 7 4 5 2 6 3 7 0 4 1

53115| 2 |40|60|30|19 |41
1159(54|20|16|42]39|29
27133481022 (52|61 7
14156|57 (31| 3 |37 (44|18
47121(28|62|34( 8 | 9 |51
58 4 |13|43(55(17|32|38
3626|123 (49|45(11| 6 |64
24146 35| 5 |25|63 (50|12

Abb. 11.36: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Coccoz, Beispiel 2)

11.1.3 Rilly

Rilly hat 1901 eine Methode zur Konstruktion bimagischer Quadrate der Ordnung n = 8 vorgestellt.®
Dabei benutzt er zwei Halbgeneratoren, einen fiir die oberen vier und einen fiir die unteren vier Zeilen
eines Quadrates. Jede Zeile der Halbgeneratoren besteht aus einer bimagische Reihe und enthélt daher
vier gerade und vier ungerade Zahlen.

Fiir die oberen Halbgeneratoren benutzt Rilly

e 16 gerade Zahlen aus den Bereichen 50 bis 64 und 2 bis 16

e 16 ungerade Zahlen aus dem Bereich 17 bis 47

Dabei enthilt jede Zeile dieser Halbgeneratoren jeweils zwei Zahlen aus den beiden Bereichen 50 bis 64
und 2 bis 16 sowie vier ungerade Zahlen. Zwei Beispiele dieser Halbgeneratoren sind in Tabelle 11.12 dar-
gestellt. Neben der Kennnummer verwendet Rilly die Kennzeichung s fiir die oberen Halbgeneratoren
(supérieur).

Generator 4s Generator 48s
64 52 14 2 37 35 31 25 64 50 10 8 43 37 29 19
62 50 16 4 45 39 27 17 62 52 12 6 47 33 25 23
60 56 10 6 43 33 29 23 60 54 14 4 41 39 31 17
58 54 12 8 47 41 21 19 58 56 16 2 45 35 27 21

Tab. 11.12: Zwei Halbgeneratoren fiir die oberen vier Zeilen

Fiir die unteren Halbgeneratoren verbleiben damit die folgenden 32 Zahlen:

6 Rilly [475], siehe auch Coccoz [105]
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e 16 gerade Zahlen aus dem Bereich 18 bis 48

e 16 ungerade Zahlen aus den Bereichen 1 bis 15 und 49 bis 63

Entsprechend enthilt hier jede Zeile jeweils zwei Zahlen aus den beiden Bereichen 49 bis 63 und 1 bis
15 sowie vier gerade Zahlen. Fiir diese Halbgeneratoren verwendet Rilly neben der Kennnummer die
Kennzeichnung i (inférieur).

Generator 6i Generator 18i

48 38 26 20 61 49 15
46 44 24 18 57 53 11
42 36 32 22 59 55 9
40 34 30 28 63 51 13

48 34 30 20 59 53 9
46 36 32 18 57 55 11
44 38 26 24 63 49 13
42 40 28 22 61 51 15

- U1 N W
- W U

Tab. 11.13: Zwei Halbgeneratoren fiir die unteren vier Zeilen

Rilly hat insgesamt 50 obere und 50 untere Halbgeneratoren angegeben, die zu insgesamt 2500 Generato-
ren der Ordnung n = 8 kombiniert werden konnen. Drei Beispiele sind in Abbildung 11.37 angegeben.

6450|144 |45]33|27 (23 6450|144 |43]|37|25(23 6450|144 |43]37|25(23
62(52|16( 2 |41(37|31|19 62 (52|16 2 |41(39|27 |21 62 (52|16 2 |41(39|27 |21
60(54|10( 8 |47|35|25]|21 60(58| 8 | 6 |35(33|31|29 60(58| 8 | 6 |35(33|31|29
58|56(12( 6 |43|39|29 (17 56|54 (12 (1047|4519 (17 56|54 (12 (1047|4519 (17
48 (36|26 (22|57 |55|11| 5 48 (46|20(18|55(53|11| 9 48 (3626|2257 |55|11| 5
46 (34|28 (24|61 (51|15| 1 44 (38126(24|63 (49|13 3 46 (34|28 (24|61 (51|15| 1
44140130(18|59|53|9 (7 42140(28(22|61|51|15( 1 44140130(18|59|53|9 (7
42(38132(20|63(49|13]| 3 36(34|32(30(59(57| 7|5 42(38132(20|63 (49|13 3
a) Generator 7s - 151 b) Generator 12s - 1i ¢) Generator 12s - 15i

Abb. 11.37: Drei vollstandige Generatoren von Rilly

Bei allen Generatoren fillt u.a. auf, dass die zu n> + 1 = 65 komplementiren Zahlen der oberen Hélfte
in der unteren Halfte liegen und umgekehrt.

Aus einem Generator wird ein semi-bimagisches Quadrat erzeugt, indem die Zahlen innerhalb der Zei-
len so vertauscht werden, dass auch die Spalten bimagisch werden. Um die Anzahl der Moglichkeiten
einzuschranken, werden zunichst die acht Zahlen aus den linken beiden Spalten des oberen Halbgene-
rators innerhalb der Zeilen auf die oberen Diagonalenhilften getauscht.
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64 (50|14 4 |43|37|25|23 64 (23|14 4 |43|37(25|50

62|5216| 2 |41]39|27 |21 2716216 2 |41|39]52 |21
60(58| 8 | 6 |35(33(31|29 8 |33(60| 6 |{35|58|31(29
5654112 |10|47|45|19|17 10|47|12|56(|54|45|19 (17
48146120|18|55(|53|11| 9 4814620185553 |11| 9
44138126|24163149|13| 3 44138|26|24163|49|13| 3
42140128|22|61|51|15| 1 4214012822 |61|51|15| 1
36(34|32|30(59(|57|7 |5 36(34(32|30|59(57|7 |5

a) Generator 12s - 1i b) Basiszahlen auf den Diagonalen

Abb. 11.38: Anordnung der Basiszahlen fiir den Generator 12s - 1i

Fiir diese acht Basiszahlen werden dann unter allen 38 039 bimagischen Reihen diejenigen gesucht, deren
Zahlen unabhingig von der Position in allen acht Zeilen des Quadrates vorkommen. Eine Liste mit allen
bimagischen Reihen fiir die auf den Diagonalenhilften liegenden Basiszahlen 64, 62, 60, 56, 54, 58, 52
und 50 ist in Tabelle 11.14 gegeben. In dieser Tabelle wird in der rechten Spalte auch angegeben, welche
dieser Reihen fiir die ersten beiden aufgefiihrten Beispiele benutzt werden.

Die linke Spalte enthdlt mit 64 eine der acht Basiszahlen, fiir deren Spalte fiinf bimagische Reihen zur
Auswahl stehen. In diesem Beispiel wird die Reihe mit den Zahlen

64 57 38 35 21 20 15 10

gewdhlt, die nur noch umgeordnet werden miissen. Dies ist kein Problem, da diese Reihen so ausgesucht
worden sind, dass ihre Zahlen in den Quadratzeilen irgendwo vorhanden sind.

Man erkennt im Generator, dass die Zahlen 64 und 10 bereits in der linken Spalte vorhanden sind. In
den anderen sechs Zeilen werden in jeder Zeile jeweils zwei Zahlen so vertauscht, dass die Zahlen der
gewdhlten Reihe in der linken Spalte vertreten sind. Dazu miissen die Zahlenpaare 21 und 27, 35 und 8,
20 und 48, 38 und 44, 15 und 42 sowie 57 und 36 so vertauscht werden, wie es in Abbildung 11.39a zu
erkennen ist. Mit diesen Vertauschungen entspricht die linke Spalte der gewiahlten Reihe und ist damit
bimagisch.

Fiir die zweite Spalte mit der bereits vorgegebenen Basiszahl 62 stehen sogar acht bimagische Reihen zur
Auswabhl. In diesem Beispiel ist die Reihe mit den Zahlen

62 59 40 33 23 18 13 12

ausgewdhlt worden, da mit 23, 33, 40 und 62 bereits vier Zahlen in dieser Spalte vorhanden sind. Jetzt
miissen nur noch die Zahlenpaare 12 und 47, 18 und 46, 13 und 44 sowie 59 und 34 vertauscht wer-
den, damit wie in Abbildung 11.39b alle Zahlen der gewédhlten bimagischen Reihe in der zweiten Spalte
vertreten sind.

Entsprechend verféhrt man mit den weiteren Spalten. In Tabelle 11.14 ist angegeben, welche der mogli-
chen bimagischen Reihen fiir das erste Beispiel gewahlt worden ist. Allerdings fiihrt nicht jede Kombi-
nation der zur Auswahl stehenden Reihen zu einem semi-bimagischen Quadrat. Eine geeignete Kombi-
nation kann man wie Rilly nur durch Probieren finden.
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Basiszahl bimagische Reihe Beispiel
64 64 57 38 35 21 20 15 10 1
64 53 41 36 26 19 15 6
64 51 45 34 26 21 11 8

64 51 41 38 29 18 12 7 2
64 49 40 39 33 18 10 7
62 62 61 34 33 24 23 12 11
62 59 40 33 23 18 13 12 1
62 59 40 31 25 20 13 10
62 55 43 34 28 17 13 8
62 53 43 30 29 28 12 3
62 53 37 36 35 22 12 3
62 49 47 36 28 23 9 6
62 49 43 40 31 20 10 5 2
60 61 60 39 34 24 17 14 11 1
61 60 39 32 26 19 14 9
60 59 40 39 18 17 14 13
60 55 45 34 25 22 16 3 2
60 55 41 38 30 17 15 4
60 49 45 40 30 23 11 2
56 61 56 44 33 27 18 14 7
50 56 46 33 26 21 15 4 2
59 56 42 37 29 18 16 3
57 56 48 31 26 25 15 2
56 51 46 39 33 26 5 4
56 49 46 43 29 28 7 2 1
54 63 54 42 35 25 20 16 5
61 54 44 30 29 27 11 4
61 54 38 36 35 21 11 4
57 54 48 35 28 23 13 2 2
57 54 44 39 31 20 14 1
54 53 42 41 32 31 4 3
54 51 48 41 31 26 5 4 1
58 63 58 37 36 22 19 16 9 1
58 55 47 32 26 25 16 1
58 53 47 36 27 24 14 1 2
58 53 43 40 32 19 13 2
58 51 47 38 32 21 9 4
52 63 52 46 33 25 22 12 7
63 52 42 37 30 17 11 8 2
57 52 48 37 31 22 10 3
55 52 45 40 34 25 6 3
53 52 47 42 32 25 6 3 1
52 51 48 47 26 25 6 5
50 63 50 40 39 34 17 9 8
61 50 48 35 27 24 10 5
61 50 44 39 32 19 9 6 2
59 50 46 39 29 24 12 1
55 50 45 44 30 27 8 1 1

Tab. 11.14: Mogliche bimagische Reihen fiir die Spalten
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64 (23|14 | 4 |43|37|25|50 64 (23|14 4 |43|37|25|50 64 (23|14 4 |43|37|25|50

21(62|16| 2 |41|39(|52|27 21(62|16| 2 |41|39(|52]|27 21(62|39| 2 |41|16(|52]|27
35|33(60| 6 | 8 |58]|31|29 35(33|60| 6 | 8 |58(31|29 35(33|60| 6 | 8 |58(31|29
10|47112|56|54|45|19]|17 10|12 |47 |56|54|45|19]|17 1012 (17|56 |54|45|19|47
2046148185553 (11| 9 2018481465553 [11| 9 20(18|11|46|55|53(48]| 9
38144126|124163|49|13| 3 38(13|26(24|63|49(44]| 3 38(13|24126|63|49(44]| 3
15(40(28|22 (61|51 (42| 1 15(40(28|22 (61|51 (42| 1 1540|6122 (28|51 (42| 1
5734132305936 7|5 5715913230 (34|36|7 |5 57159134(30(32|36|7 |5
a) Spalte 1 b) Spalte 2 c) Spalte 3
6423|1443 4 |37 (25|50 6423|1443 4 |37 (25|50 6423|1443 4 |37 (25|50
21(6239| 2 |41|16|52]|27 21(62|39| 2 |41|16|52]|27 21(62|39| 2 |41|16(|52]|27
35(33|60(29| 8 |58(31| 6 35(33160(29|31|58(8 | 6 35(33160({29|31|58(8 | 6
1012 (17|56 |54|45(19|47 10(12|17|56|54|45(19 (47 1012 (17|56 |54|19(45|47
20(18|11]46|55|53(48]| 9 20(18|11|46|48|53[55]| 9 20(18|11|46|48| 9 (55|53
38(13|124149|63|26(44]| 3 38(13|124149|12663(44]| 3 3813241492663 |44| 3
154061282251 (42| 1 15(40(61|28(51|22(42]| 1 15(40(61|28(51|22(42]| 1
571591347 |32|36(30]| 5 571591347 |5 |36(30]32 571591347 |5|36[30]|32
d) Spalte 4 e) Spalte 5 f) Spalte 6

Abb. 11.39: Konstruktion eines semi-bimagischen Quadrates aus dem Generator 12s - 1i

In diesem Beispiel ist die Auswahl allerdings erfolgreich und nach Anordnung der Zahlen in Spalte 7
ergeben die verbliebenen Zahlen in Spalte 8 automatisch eine bimagische Reihe.

6423|1443 4 |37|25(50
2162|392 |41|16|52|27
35(33(60({29|31|58|6 (8
1011217 |56 |54 (19|47 |45
20(18)11({46|48| 9 |53|55
38(13|24(49|26|63| 3 |44
1514061 |28 (51 (22|42]| 1
5759|347 |5|36(32|30

a) Spalten 7 und 8

Abb. 11.40: Semi-bimagisches Quadrat aus dem Generator 12s-1i

Dieses semi-bimagische Quadrat muss jetzt noch in ein bimagisches umgewandelt werden. Dazu miissen
unter den 38039 bimagischen Reihen zwei passende gefunden werden, um durch das Vertauschen von
Zeilen und Spalten ein bimagisches Quadrat zu erzeugen. Dazu kann man beispielsweise die beiden
bimagischen Reihen aus Tabelle 11.15 benutzen.
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Diagonale 1 2 9 24 31 40 47 50 57
Diagonale 2 5 14 19 28 35 44 53 62

Tab. 11.15: Bimagische Reihen fiir die Diagonalen

Wie man in Abbildung 11.41a erkennt, ist in jeder Zeile und Spalte des semi-bimagischen Quadrates
jeweils eine Zahl der beiden fiir die Diagonalen vorgesehenen magischen Reihen vorhanden. Deshalb
kann man die Zeilen und Spalten so vertauschen, dass die entsprechenden Zahlen wie im bimagischen
Quadrat der Abbildung 11.41b auf den Diagonalen liegen.

64123114143 | 4 |37]|25|50 50(43| 4 [25]|37(64|23|14
21162139 2 |41|16|52|27 27|12 |41]52|16(21162|39
35(33|60(29|31|58(6 |8 8 129(31| 6 |58]|35(33(60
1011217 |56|54|19|47 |45 45156|54147119|10|12 |17
20118|11|46|48] 9 |53|55 55146 (48(53| 9 (20(18]11
38|13124149|26|63| 3 |44 301 7| 51(32|36(57(59|34
15140|61|28|51|22|42]| 1 1128|5142 (22|15|40(61
571591347 |5 (36]|32|30 44149126| 3 |163|38|13|24
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.41: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Rilly, Beispiel 1)

Beispiel 2

Ein zweites Beispiel geht ebenfalls vom Generator 12s - 1i aus, wobei allerdings andere bimagische Rei-
hen fiir die Spalten ausgewihlt werden. Die hier benutzten Reihen sind in Tabelle 11.14 besonders mar-
kiert.

Damit ergeben sich v6llig andere Vertauschungen und damit auch ein anderes semi-bimagisches Qua-
drat, dessen Konstruktion in Abbildung 11.42 detailliert dargestellt ist.

64 (50|14 | 4 |43|37(25|23 64(23|14| 4 |43|37 (25|50 64(23|14| 4 |43|37 (25|50
625216 2 |41]39|27 |21 2716216| 2 |41]39]52|21 41162 |16| 2 |27]39|52|21
60(58| 8 | 6 |35(33(31|29 8 |33(60]| 6 [35|58(31|29 29(33|60| 6 |35(|58(31| 8
5654112 |10|47|45|19|17 1014711256 |54|45|19]|17 12147110|56|54|45|19]|17
48146120|18|55|53|11| 9 48146120|18|55|53|11| 9 18146|20|48|55|53|11| 9
44138126|24163|49|13| 3 44138126|24163149|13| 3 38144126|124163|49|13| 3
42140128|22|61|51|15| 1 42140128|22|61|51|15| 1 51140|28|22|61|42]15| 1
36(34|32|30(59(|57|7 |5 36(34|32|30(59(|57|7 |5 7 134132|30(59|57|36]| 5
a) Generator 12s - 1i b) Basiszahlen auf den Diagonalen c) Spalte 1
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64(43|14| 4 |23|37 (25|50 64(43|25| 4 |23|37 (14|50 64(43|25| 4 |23|37 (14|50
41(62|16| 2 |27|39|52|21 41(62|16| 2 |27|39|52]|21 41162|16|21|27|39 |52
29(31|60| 6 |35|58(33| 8 29(31|60| 6 |35|58(33| 8 29(31|60(33|35|58(6 |8
1210 (47|56 |54|45(19|17 12110|45|56|54|47|19]|17 12110|45|56|54|47|19|17
1820|4648 (55|53 (11| 9 18(20(55|48 (46|53 (11| 9 182055146 (48|53 (11| 9
38149126|24|63|44113| 3 38(49| 3 |24|63|44(13|26 38|49| 3 1266344 13|24
51140(28(22|61(42|15]| 1 51140]22 (28|61 (42|15]| 1 51140|22(15]|61 (42|28 1
715132|30|59|57(36|34 715134]130(59|57|36|32 715134159(30]|57(36]|32
d) Spalte 2 e) Spalte 3 f) Spalte 4
64(43|25| 4 |23|37 (14|50 64143125| 4 |23]14137 |50 6443125| 4 |23|14137|50
41(62|16|21| 2 |39|52|27 41(62|16|21| 2 |27 (52|39 41(62|16|21| 2 |27 (52|39
29(31|60(33|35(|58(6 |8 29(31|60|33|35|58(6 |8 29(31|160(33|35|58(8 | 6
1210 (45|56 (54|47 (19|17 12110|45|56|54|47|19]|17 12110|45|56|54|47|17|19
1820|5546 (48|53 (11| 9 1820 (55|46 (48|53 (11| 9 1820 (55|46 (48|53 (11| 9
38(49| 3 |26|13|44(63|24 38|49| 3 |126|13]|24|63|44 38|49| 3 |126|13|24|63|44
51140|22 (15|28 (42|61 1 51140(22(15|28| 1 (61|42 51140|22(15|28| 1 (42|61
7151345957130 (36]|32 715(34]|59(|57]|36(30]32 715(34]|59(|57|36(30]|32
g) Spalte 5 h) Spalte 6 i) Spalten 7 und 8

Abb. 11.42: Zweites semi-bimagisches Quadrat aus dem Generator 12s - 1i

Wie im ersten Beispiel werden anschliefend wieder zwei bimagische Reihen ausgesucht, die fiir die
Diagonalen genutzt werden kénnen.

Diagonale 1 11 12 23 24 33 34 61 62
Diagonale 2 13 14 17 18 39 40 59 60

In Abbildung 11.43a ist zu erkennen, dass die Zahlen dieser beiden Reihen wieder auf alle Zeilen und
Spalten des semi-bimagischen Quadrates verteilt sind. Deshalb kann man die Zeilen und Spalten des
semi-bimagischen Quadrates so vertauschen, dass die entsprechenden Zahlen auf den Diagonalen liegen
und das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.43b entsteht.
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6443125| 4 231413750 23|43 4 |64(37|25(50|14
41162 16|21| 2 |27 |52|39 2 162|21|41|52|16|39|27
29(31|160({33|35|58(8 | 6 35(31]33(29| 8 [60]| 6 |58
12|10 (45|56 |54 |47 17|19 54 (10|56 12|17 45|19 |47
18120|55|146148|53|11| 9 48120146|18|11|55]| 9 |53
38(49| 3 |26|13|24(63|44 571 5 (59| 7 |30(34|32|36
51(40(22|15|28| 1 |42|61 28|40 (15|51 (42|22(61]| 1
7| 5134159|57|36|30]|32 1314912638 |63| 3 |44|24
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.43: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Rilly, Beispiel 2)

Beispiel 3

Mit einem dritten Beispiel soll gezeigt werden, dass nicht nur die bisherigen Zahlen aus der linken oberen
Ecke als Basiszahl dienen konnen. Man kann auch jede andere Gruppe von acht Zahlen wéhlen, wenn
sie in verschiedenen Spalten liegen. In diesem Beispiel werden einfach die Zahlen der oberen Zeile als
Basiszahlen gewihlt, so dass man beispielsweise das semi-bimagische Quadrat aus Abbildung 11.45a
erhalt.

6450|144 (43|37|25|23 64|50(14( 4 |43|37|25|23
62|52 (16| 2 |41]|39|27|21 21127139(41| 2 |16|52|62
60|58 8 [ 6 [35|33|31|29 35|18 [60(31(58|29(33| 6
56|54 |12(10(47|45(19|17 10|145(17|54|19 (56|12 |47
48146 (20|18|55|53 (11| 9 20155(11(48|53|18(46]| 9
44138 (26|24163(49|13]| 3 381442412613 | 3 |63|49
42 140(28(22|61|51|15| 1 15| 1 (61]51|40(42|22|28
36(34(32(30(59|57|7 |5 57(30(34|5|32|59]| 7 |36
a) Generator 12s - 1i b) semi-bimagisches Quadrat

Abb. 11.44: Umwandlung des Generators in ein semi-bimagisches Quadrat

Jetzt sucht man wieder bimagischen Reihen fiir die Diagonalen, was aber nicht immer gewéhrleistet ist.

Diagonale 1 1 12 21 34 37 48 49 58
Diagonale 2 7 16 17 28 31 44 53 64

Fiir dieses Beispiel existieren aber zwei passende bimagische Reihen, so dass nach dem Vertauschen von
Zeilen und Spalten wieder ein bimagisches Quadrat entsteht.
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64150(14| 4 |143(37|25|23 37114435023 4 (25|64
21127 (39|41| 2 [16|52|62 59134|32(30(36| 5|7 |57
35| 8 [60(31(58|29|33| 6 2960|588 | 6 |31]|33|35
104517 |54 (195612 |47 42 161|401 |28]|51|22]|15
20|55(11(48|53|18|46| 9 3124|13(44(49(26|63|38
38|44(24(26(13| 3 |63|49 181153 (55| 9 (484620
15| 1 (61]51|40(42|22|28 5617|119 (45|47 |54(12]|10
571301345 (32|59 7 |36 16139 2 |27|62|41|52]|21
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.45: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Rilly, Beispiel 3)

Von den 2500 Generatoren, die Rilly per Hand erstellt hat, erzeugen 80 semi-bimagische Quadrate. Aber
nur 48 dieser Generatoren erzeugen auch semi-bimagische Quadrate, die dann durch geeignete Diago-
nalen auch zu bimagischen Quadraten fiihren.

Da sich semi-bimagische Quadrate ganz allgemein durch Permutation von Zeilen und Spalten leicht
verdndern lassen, ldsst sich nicht so einfach erkennen, ob es sich prinzipiell um Quadrate mit gleicher
Struktur handelt. Deswegen ist eine normierte Darstellung hier sehr hilfreich. Dazu vertauscht man die
Zeilen und Spalten so, dass

e sich die Zahl 1 in der linken oberen Ecke befindet
e die Zahlen der oberen Zeile von links nach rechts aufsteigend angeordnet sind

e die Zahlen der linken Spalte von oben nach unten aufsteigend angeordnet sind

Insgesamt konnen mit der Methode von Rilly 2920 unterschiedliche semi-bimagische Quadrate erzeugt
werde. Aber nur 477 von ihnen fithren dann auch zu den 2543 unterschiedlichen bimagischen Quadra-
ten, die man mit diesem Verfahren konstruieren kann. Eine genauere Untersuchung dieser Methode mit
weiteren Ergebnissen findet sich in einem Artikel von Gaspalou.”

Ausjedem dieser normierten bimagischen Quadrate lassen sich dann durch Vertauschungen 1536 weitere
bimagische Quadrate erzeugen.?

Variante

Gaspalou hat die Idee der Halbgeneratoren von Rilly aufgegriffen, teilt ihnen aber andere Zahlenbereiche
zu.? Die bimagischen Reihen des oberen Halbgenerators miissen jeweils 2 Zahlen aus den Zahlenberei-
chen von 1 bis 8, 25 bis 32, 41 bis 48 sowie 49 bis 56 enthalten. Da die unteren Halbgeneratoren immer
die zu n? + 1 = 65 komplementiren Zahlen enthalten, miissen in deren bimagischen Reihen jeweils 2
Zahlen aus den Bereichen 9 bis 16, 17 bis 24, 33 bis 40 sowie 57 bis 64 vertreten sein.

7 Gaspalou [156]
8 siehe Kapitel 11.1.14 zur Normierung von bimagischen Quadraten
9 Gaspalou [154]
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54 (514742129288 | 1 54 (51474212928 8 | 1
53|52 (48(41|130|127|7 | 2 41148152 (53| 2 |7 |27]|30
56(49|45(44|31|126| 6 | 3 31126 6 | 3 |56|49(45|44
55(50(46(43|32|25| 5 | 4 415 125|32(43(46(50(55
60(59|38(37|24(23|10( 9 23(59|60(24(37|9 (10|38
63(58|40(33|21(20|14 |11 33|40|14(11(58(|63|21|20
64|57(39(34(22|19|13]|12 12113(39(34(19(22|64 |57
62|61(36(35(18|17|16|15 62|18|17(61|16|36|35]|15
a) Generator b) semi-bimagisches Quadrat

Abb. 11.46: Umwandlung des Generators in ein semi-bimagisches Quadrat

Wenn man aus dem Generator ein semi-bimagisches Quadrat erstellt hat, werden wieder zwei bimagi-
sche Reihen fiir die Diagonalen benotigt.

Diagonale 1 1 16 24 26 39 41 50 63
Diagonale 2 7 10 18 32 33 47 56 57

Nach dem Vertauschen von Zeilen und Spalten kann dann auch mit diesen Zahlenmengen wie in diesem
Beispiel wieder ein bimagisches Quadrat erstellt werden.

5415147 (42(29|28| 8 | 1 1 (54|51|8 (42|29|28|47
41148(52|53| 2|7 (27|30 30141(48|27|53| 2|7 |52
31126| 6 | 3 [56(49|45]|44 44131(26|45| 3 |56(49| 6
4 | 512513243 (46|50]|55 551 4 | 5 [50(32|43 (46|25
23159(60|24(37| 9 (1038 38123(59|10(24)|37(9 |60
33140(14|11|58|63(21|20 15162(18|35|61(16|36|17
1211313934 (19(22|64 |57 20133(40(21|11|58(|63|14
62|18(17(61|16|36|35|15 57 (12|13 (64|34|19|22]|39
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.47: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Rilly, Variante 1)

Mit diesen beiden Zahlenmengen der Halbgeneratoren lassen sich insgesamt 2212 unterschiedliche bi-
magische Quadrate erzeugen, die von den 2543 Quadraten verschieden sind, die mit den Generatoren
von Rilly erzeugt werden. Aus jedem dieser normierten bimagischen Quadrate lassen sich dann durch
Vertauschungen 1536 weitere bimagische Quadrate erzeugen.

Man kann die Rolle der beiden Halbgeneratoren auch vertauschen, wie es in 11.48 geschehen ist. Aller-
dings werden dadurch keine weiteren unterschiedlichen bimagischen Quadrate erzeugt.
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64(57139(34|21(20|14|11 64|57(39(34|21|20|14 (11 57120|14(64|39|21|11(34

6358140332219 |13|12 13119|22|12|40|58|63|33 19158|63|13|22|40|33]|12
62(59|37(36(23|18(16| 9 18379 |62(59|16(36|23 3711613618 9 |59(23|62
61(60|38|35|24|17(15]|10 35(15|160(24|10|38|17|61 15(138(17|35(60|10|61|24
564947 |42129|28| 6 | 3 4215649147 | 3 129|28| 6 4411|5418 |31]|45|26|51
5515048 (4130|275 | 4 27(30| 4 | 5|50|55(41|48 2 1437 |53|46|32|52|25
54|51 (45(44|31(26|8 | 1 8 [44(31|51|45| 1 54|26 56(29|28|42|49| 3 | 6 |47
53|52 |46|43|32|25|7 | 2 53 2 [46|25(32 (43| 7 |52 3055|4127 | 4 |50|48]| 5
a) Generator b) semi-bimagisches Quadrat ¢) bimagisches Quadrat

Abb. 11.48: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Rilly, Variante 2)

11.1.4 Tarry

Gaston Tarry stellte 1903 ein algebraisches Muster vor, mit dem sich pandiagonale bimagische Quadrate
erzeugen lassen.!”

e lo—e o tdlatetalp  lexd. o fdlp—erdf
p+r ([—r--'l-sp ’ q ”—}—sp—|—r+sq—r-l', i +slq -

b - atc. o +d b—ctdla B - 5 rdlaterd].
P a  tslptr q—r+s|p .,+3’1 o |prtsle—r

a—l—c—{—rl;’)' +-d b—c . la b —=ct-dla d-dlade b
ptrtslg—r o 4slg O |ptr o |e=rsip s

Mo—ckda +alate [0 latetds " tdb—c e
poosle - lprdslg=r e a7 Fslpbr gy

a  dp—etdlh  late |b Fdlatetda . |p=c
g—r  ptrdsiq Sp s slg—rtsipte g Tlesip

b tdiatetdia ’ b'—‘cA [ —i—(l_b_—c-{-db a-_l—c h
v sle—r lpbrdsle Fslpe o la—rdslptr

Aa+'c; b b—lc—f—dn +d b—ec a atctdib-  +d
g—rtslp+r e o dsp T ja—r phrdsl P +s

be—e la | latedds  ddlade b |p—ctdld  +a
g sl le—rdsptr ol wslise fpdrds

Abb. 11.49: Algebraisches Muster von Tarry

Abbildung 11.49 zeigt jeweils in den oberen Zeilen das Muster fiir das erste und in den unteren Zeilen
das Muster fiir das zweite Hilfsquadrat. Wahlt man etwa die Belegung

10 Tarry [538]
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b d p q r s
3 4 3 5 4 1
erhilt man die beiden Hilfsquadrate aus Abbildung 11.50.

2(1]|7|8|3|4[6]|5 712|3|6|8|1[4]|5
3(4|6|5|2|1|7]|8 3(6|7(2|4|5(8]|1
8|7 |1|2|5[|6]|4]|3 8|1|4|5|7]2]|3]|6
5(/6|4(3|8|7|1]|2 4(5(8|1|3[6]|7]|2
65347 |8|2]1 1(8|5|4(2|7]6]3
7/8|2|1|6|5[3|4 5(4)1(8|6[|3(2]|7
4(3|5|6(1|2|8|7 27|63 |1|8|5|4
1{2(8|7|4(3|5]|6 6 (3|27 |5|4|1]|8

a) Hilfsquadrat 1:abcd

b) Hilfsquadrat2:pqrs

Abb. 11.50: Zwei Hilfsquadrate aus dem algebraischen Muster von Tarry

Da es sich bei diesen beiden Hilfsquadraten um diagonale Euler-Quadrate handelt, ldsst sich hieraus
leicht ein magisches Quadrat erzeugen. Dazu wihlt man beispielsweise das zweite Hilfsquadrat, dekre-
mentiert alle Zahlen und multipliziert sie dann mit der Ordnung des Quadrates, also 8. Wenn man hierzu
die Zahlen aus dem ersten Hilfsquadrat hinzuaddiert, entsteht das pandiagonale bimagische Quadrat

mit trimagischen Diagonalen aus Abbildung 11.51.
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55
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27
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Abb. 11.51: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Tarry)

Bouteloup hat dieses algebraische Muster naher untersucht!! und festgestellt, dass pandiagonale bima-

gische Quadrate entstehen, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

Insgesamt existieren 320 geeignete Kombinationen der acht Parameter, mit denen sich 320 unterschiedli-
che pandiagonale bimagische Quadrate erzeugen lassen. Eine genauere Untersuchung zeigt aber dann,

1 Bouteloup [50] S. 151 154
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dass nur 80 von ihnen wirklich verschieden sind und die restlichen sich durch Spiegelungen oder Dre-
hungen aus ihnen erzeugen lassen.

Es lassen sich weitere bimagische Quadrate erzeugen, wenn man die Bedeutung der beiden Hilfsquadra-
te umkehrt. Dazu sei dieses Mal eine Belegung gewdhlt, die auch negative Parameter enthilt.

Mit dieser Belegung erhdlt man die beiden Hilfsquadrate aus Abbildung 11.52.

317|612 |5(1|4]|8 811|712 |4[5[3]|6
51114 (8|3|7]|6]|2 712|813 |6|4]|5
216|713 |8|4]|1]5 41513168172
8|4 |1|5]|2(6]|7]3 3(6|4(5|7|2|8]|1
4185|1623 ]|7 5146 (3|1|8|2]|7
6|12 |3[7|4|18|5]|1 6 |3|5|4(2|7|1]|8
115|814 |7[3(2]|6 1(8|2|7|5|4]6]3
713|2|6|1|5]|8]|4 2|17]11(8|6|3]|5]|4
a) Hilfsquadrat 1:ab cd b) Hilfsquadrat 2: p qr's

Abb. 11.52: Zwei Hilfsquadrate

Bei diesem verdnderten Vorgehen wird jetzt das erste Hilfsquadrat gewahlt, dessen Zahlen dekrementiert
und dann noch mit 8 multipliziert werden. Wenn man hierzu jetzt die Werte des zweiten Hilfsquadrates
hinzuaddiert, entsteht das pandiagonale bimagische Quadrat mit trimagischen Diagonalen aus Abbil-
dung 11.53.

24149(47|10|36( 5 (27|62
39| 2 |32|57|19|54 (4413
12 (45|51 (22|64(25| 7 |34
59130| 4 |37|15|42|56 |17
2916038 | 3 |41|16|18(55
4611|121 (52|26|63 (33| 8
1140|58|31|53|20|14|43
50(23|9 |48| 6 [35|61|28

Abb. 11.53: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Tarry, Variante)

Auch diese Variante liefert 320 unterschiedliche Quadrate, von denen 80 wirklich verschieden sind. Diese
80 bimagischen Quadrate sind aber unterschiedlich von den 80 Quadraten, die mit dem zuerst beschrie-
benen Verfahren erzeugt wurden. Damit lassen sich mit dem algebraischen Muster von Tarry insgesamt
160 unterschiedliche pandiagonale bimagische Quadrate mit trimagischen Diagonalen erzeugen.
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Algebraische Muster

Ein Jahr spiter stellte Tarry insgesamt 10 algebraische Muster vor, die bei geeigneten Belegungen dia-
gonale Euler-Quadrate erzeugen, aus denen dann pandiagonale bimagische Quadrate erzeugt werden
konnen.!2 In Abbildung 11.54 ist beispielsweise das Muster dargestellt, welches Tarry als Muster 1 be-
zeichnet.

[ J— +d|a +vc b +dla a +ec +d|b —c « +d|b

cp—ra—1b) cp +oer ” ep +es{ep—ria—b+to)+esjep—ria—b)  + esjep +er + esfep cp—ria—b+e)
la ° b +die +c b —¢ -d b a +dlb —c a “+ec +d
cp—ra—"b doeslep . er o Aesfep ep—ria—btc cp—r(a-—b‘) cp +er cp + csjep—r{a—b4-c)+cs
«  4+c  adlp  —c a +dlp b —c  +dla  +ec Sy +dle -

bp ~+cr k‘,cp—r(a—b)' ’ cp—ra—b-+c)+cslcp + csjep '+cr +eslep —r@@—b) - cslep —ria— b4 ¢) L fep

b o +alo  —e s +o  tdla b +dla +e b —o 4d
},-p +er + s cp——-ria—b) + es|ep— o — 4o |ep cp +er cp — r(a —b) cp ~r(a—bc)+csjcp +es
b —c PREIPS |/} . +dla o b —c  +de ) b 1
2p ’ cp—r@@—b+c) lep—ria—b) -+ csjcp +er + cs{cp + csjep —ria=b+c) -+ cs|ep —ria — b) cp +oer’

a9 : +afb . - PR +dfe —c b +dla i —c +dla +e

lp -1;_4:3 cp — r(a—b+c)+-csfep —r{a —b) cp +er cp cp—rla—b+4c¢) jop—ria—Db Feslep . +er. Foes)
b +e b —c dla : ) +elp  —c e+ R a +d
cp—ria—bto)  cp - |ep +er +csjep — ria — b)  + es|ep —ri@a—b-c)+esicp -+ esjep +cr cp — r(a — b)

b +dla b —c +dle +c a +dlb a +ec +dib —c “
cpﬁr(a.—vb—:—c)Jrca cp o 4 eslep +cr cp—r@a—b) cp—rl@a—b+tc) |ep cp .+cr ~+ cslep — ria — b) +m‘

Abb. 11.54: Algebraisches Muster von Tarry (Muster 1)

Diese Muster sind etwas komplizierter aufgebaut und erzeugen teilweise auch andere Zwischenergeb-
nisse. Mit der Belegung

ergeben sich aus diesem algebraischen Muster die diagonalen Euler-Quadrate aus Abbildung 11.55.

32|40(24|16|48 (56| 8 | 0
48568 | 0 |32(40(24]|16
4013216 (24|56|48| 0 | 8
5648| 0 | 8 |40|32|16|24
8 (0 (48|56(24|16|32|40
24116|32(40| 8 | 0 (48|56
0(8(56(48|16|24|40]|32
16|24|40(32| 0 | 8 |56|48

N|jlo|es|—,r|lo|lo|N]|w
Nfw o~ |N]O
WIN|[OClOUl|—~, | P& |O |
DN | N[ = | B|OO|OT]|WI[MN
ARV N|W|O1|
glo|vViw| Nl ]| -~
O|lolw |V oY~
|l N]|lw ||| o

a) Hilfsquadrat 1:abcd b) Hilfsquadrat2:prs

Abb. 11.55: Diagonale Eulersche Hilfsquadrate

12 Tarry [539]
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Wihrend das erste Hilfsquadrate unverdndert aufgebaut ist, erkennt man beim zweiten Hilfsquadrat,
dass es nur aus den Vielfachen von 8 aufgebaut ist, also 0, 8, 16, ..., 56. Damit miissen diese beiden
Hilfsquadrate nur noch addiert werden und es entsteht das pandiagonale bimagische Quadrat mit tri-
magischen Diagonalen aus Abbildung 11.56.

35|46 |31 (18|56 (57 (12| 5
5063|143 |37|44|25|24
48133120(29|59 (54| 7 |10
61521 |16|42(39|22]|27
918 |53(60|30|19(34|47
28(21(40(41|15( 2 51|62
6 |11(58(55(17(32|45]|36
2312643 38| 4 | 13|64 (49

Abb. 11.56: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Tarry, Muster 1)

Mit einem zweiten Beispiel wird demonstriert, dass auch negative Parameter zu einem bimagischen
Quadrat fiihren kénnen.

5 3 -4 1 —-10 -4 8

Mit dieser Belegung ergeben sich die diagonalen Euler-Quadrate aus Abbildung 11.57.

48156| 8 | 0 | 16|24 (40|32
16 (24 (40(32(48(56( 8 | 0
5648 | 0| 8 |24|16|32|40
24116(32|40|56(48( 0| 8
4032|1624 8 | 0 [48]|56
8 |0)48|56(40|32|16 (24
32140|24 (16| 0 | 8 |56 (48
0(8(56(48|32|40|24]|16

SR, |lOo|lN|lw|N| 0|
glo|lw ||V ]|~
olalNVN|w| N[~ ]| D>
=Nl |w|oo]| o
| N|B|—m|lo|o|w]|N
wlinNn|jo|lo|sr|l—~|lo|
Nlw|lo|lo|—~ |||
N|o|l~r ||| N|w

a) Hilfsquadrat 1:abcd b) Hilfsquadrat2: prs

Abb. 11.57: Diagonale Eulersche Hilfsquadrate

Durch Addition der beiden Hilfsquadrate ergibt sich dann das pandiagonale bimagische Quadrat mit
trimagischen Diagonalen aus Abbildung 11.58.
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56|57|12| 518314635
21|28|41(40|51(62|15( 2
58 55| 6 | 1132|1736 |45
27122(39|42|61(52| 1 |16
47 134(19(30| 9 | 8 |53|60
14| 3 |50(63|44|37 (24|25
3314812920 7 [10(59 (54
4 (13|64|49|38|43|26|23

Abb. 11.58: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Tarry, Muster 1)

Unterschiedliche Belegungen fiihren mit diesem algebraischen Muster zu insgesamt 320 pandiagonalen
bimagischen Quadraten, von denen aber nur 80 wirklich verschieden sind.

Dieses Vorgehen ldsst sich auf die weiteren Muster 2 bis 10 iibertragen, die in den Abbildungen 11.59 bis
11.61 dargestellt sind.

Allerdings weichen die Muster 7 und 8 etwas von den anderen Mustern ab, da die Parameter p, g, r und
s fiir die Berechnung der Hilfsquadrates mit den Zahlen 1 bis 8 benutzt werden. Die Parameter a, b und ¢
werden bei diesen beiden Mustern in Verbindung mit den anderen Parametern zur Berechnung des Hilfs-
quadrates mit den Zahlen 0, 8, 16, ..., 56 verwendet. Ein Beispiel soll die Benutzung des abgednderten
Musters 7 verdeutlichen.

a b ¢ p
4 14 2 4

Mit dieser Belegung werden die diagonalen Euler-Quadrate aus Abbildung 11.62 berechnet.

40|56 (16| 0 |24| 8 32|48
2418 (32|48|40(56|16| 0
0(16(56(40(48|32| 8 |24
48132| 8 (24| 0 |16 |56 |40
3214824 | 8 | 16| 0 (40|56
16 0 (40 (56(32(48(24| 8
8 (24(48|32|56|40| 0 |16
56 (40| 0 |16( 8 |24|48|32

gO|l—R[OOIN|W|IYN|PH&H| O
A O|lWwWwW|I I N[OOI O] =
= o N (N[ Ww ||+
0| PN || =] O
(N O] B0 W| N
W NP~ |[O ]| N
N[, ||| N |w
N|w [ oo |||l N O

a) Hilfsquadrat 1:abc b) Hilfsquadrat2: pqrs

Abb. 11.62: Diagonale Eulersche Hilfsquadrate

Addiert ergeben die beiden Hilfsquadrate wieder ein pandiagonales bimagisches Quadrat mit trimagi-
schen Diagonalen.
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Abb. 11.59: Algebraische Muster 2 — 4
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Abb. 11.61: Algebraische Muster 8 — 10
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48157120 5 |31|10(35(54
28|13|40(49|43 (62|23 2
7 |18(59(46(56(33|12|29
51(38|15|26| 4 | 21|64 |41
3455|130 (11|17 | 8 [45(60
22| 3 [42|63|37(52|25]|16
9 32(53(36(58(47|6 |19
61|44 1 (2414|127 (50|39

Abb. 11.63: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Tarry, Muster 7)

Insgesamt erzeugt jedes dieser zehn algebraischen Muster 320 unterschiedliche bimagische Quadrate,
von denen allerdings immer nur 80 wirklich verschieden sind. Die anderen Quadrate lassen sich durch
Spiegelungen und Drehungen aus diesen 80 Quadraten erzeugen.

Weiterhin erzeugen die verschiedenen Muster nicht immer unterschiedliche Quadrate. So erzeugen die
Muster 1 und 4 ebenso die gleichen 80 Quadrate wie die Muster 2 und 3. Mit den Mustern 5, 7 und 10
und 6, 8 und 9 gibt es sogar zwei Gruppen von jeweils 3 Mustern, mit denen die gleichen 80 bimagischen
Quadrate erzeugt werden.

Insgesamt bedeutet dies, dass von den 3200 Quadraten, die mit diesen 10 Mustern erzeugt werden kon-
nen, nur 320 wirklich verschieden sind. Diese 320 bimagischen Quadrate konnen auch mit den Mustern
1,2, 5 und 6 erzeugt werden.

Mit den Mustern 2 und 3 lassen sich auch die bimagischen Quadrate des Tarry-Musters aus dem Jahre

1903 erzeugen. Die bimagischen Quadrate der Variante dieses Musters stimmen mit den Quadraten der
Muster 5, 7 und 10 iiberein.

11.1.5 Portier

Portier erweiterte den von Tarry geprégten Begriff der cabalistischen Quadrate und stellt folgende Bedin-
gungen an derartige Quadrate. Ein cabalistisches Quadrat der Ordnung n = 8

e ist pandiagonal

e ist bimagisch

e besitzt trimagische Diagonalen

e lésst sich in 8 Blocke aufteilen, deren Zahlen die magische Summe 260 und die bimagische Summe

11180 ergeben

Um derartige Quadrate zu konstruieren, benutzt Portier drei Hilfsquadrate und vier trimagische Rei-
hen. Bei der Beschreibung seines Verfahrens stellt er 30 Hilfsquadrate vor, die alle bimagische Spalten
besitzen.!3 Seine Hilfsquadrate 9 und 14 sind in Abbildung 11.64 dargestellt.

13 portier [454]
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AAB C D E F G H a b ¢ d e f g h

1(2(3|4|5]|6|7]8 1(2(3|4|5]|6|7]8
15[16(13|14[11]12| 9 |10 14[13(16[15[10| 9 |12]11
22|21 |24|23|18[17]2019 20|19 |18|17|24 (23|22 |21
28|27 (26|25|32(31(30(29 31(32(29(30|27|28|25 |26
36(35(34(33|40(39(38|37 40|39 (38(37|36(35(3433
46|45 (48|47 |42 (41|44 |43 43|44 |41|42|47 (48|45 |46
55|56 |53 |54 (51|52 |49 |50 53|54 |55 (56|49 |50]|51 |52
57|58 |59 |60|61|62|63|64 58|57 |60 (59|62 |61|64]|63
a) Hilfsquadrat 9 b) Hilfsquadrat 14

Abb. 11.64: Zwei der 30 Hilfsquadrate von Portier

Als drittes Hilfsquadrat wird hier die Nummer 7 aus seiner Auflistung benutzt, welches dazu dient, acht
bimagische Blocke zu erstellen.

1(2|13|4(5|6|7]8
15|116|13|14|11|12| 9 |10
201191817 24|23 (22|21
3012932 |31|26|25(28|27
3837403934 |33(36(35
44143142 |41)|48|47 |46 |45
55|56|53|54|51|52|49|50
57(58(59|60(61|62|63|64

Abb. 11.65: Hilfsquadrat 7 fiir die Gestaltung der acht bimagischen Blocke

Von den 121 trimagischen Reihen mit 8 Zahlen haben genau 81 die Eigenschaft, dass die beiden symme-
trisch liegenden Zahlen komplementir sind, also 65 ergeben. Dies kann man bei den in diesem Beispiel
benutzten Reihen deutlich an der dritten und vierten Reihe erkennen, deren Zahlen noch der Grof3e nach
absteigend geordnet sind. Dies gilt auch fiir die ersten beiden Reihen, jedoch sind die beiden Reihen hier
zusétzlich noch beliebig permutiert worden.

Jeweils vier trimagische Reihen bilden das Grundgeriist fiir die Konstruktion, da sie auf vier Diagonalen
verteilt werden, die in den beiden oberen Quadranten beginnen.
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48 36 11 58 29 17 7 54
37 51 14 28 24 41 2 63
50 55 45 33 32 20 10 6
62 50 44 40 25 21 15 3

Abb. 11.66: Trimagische Reihen und deren zugeordnete Diagonalen

In dem hier dargestellten Beispiel sind die gleichen Hilfsquadrate und trimagischen Reihen wie im Ori-
ginalartikel von Portier gewihlt worden. Allerdings wird damit ein anderes Quadrat erzeugt, um zu
demonstrieren, dass man damit unterschiedliche cabalistische Quadrate konstruieren kann.

Der erste Schritt der Konstruktion ist gleich der komplizierteste. Man sucht zwei Zahlen aus einer trima-
gischen Reihe, die in verschiedenen Spalten des ersten Hilfsquadrates liegen. Dazu werden zwei weitere
Zahlen aus einer anderen trimagischen Reihe benétigt, die in den gleichen Spalten liegen. Im Beispiel
werden die Zahlen 48 und 11 aus der ersten trimagische Reihe und 24 bzw. 51 aus der zweiten Reihe
gewdhlt. Diese vier Zahlen liegen wie gewtiinscht paarweise in den Spalten C und E des ersten Hilfs-
quadrates. Zusatzlich miissen diese vier Zahlen in unterschiedlichen Spalten des zweiten Hilfsquadrates
liegen und auch noch in einer gemeinsamen Spalte des dritten Hilfsquadrates, damit die Summeneigen-
schaften der acht Blocke erfiillt werden kénnen.

Diese vier Zahlen kénnen nun so in die Teildiagonalen des linken oberen Quadranten eingetragen wer-
den, dass die aus der gleichen trimagischen Reihe stammenden Zahlen sich auf der gleichen Teildiago-
nalen und zusétzlich die aus den gleichen Spalten des ersten Hilfsquadrates stammenden Zahlen sich
in der gleichen Spalte des Quadranten befinden. Die Spalten dieses Quadrates werden mit den Spalten-
namen des ersten Hilfsquadrates gekennzeichnet, die Zeilen mit den Spaltennamen des zweiten Hilfs-
quadrates. Durch diese Wahl ist sichergestellt, dass das entstehende Quadrat zumindest schon einmal
semi-bimagisch sein wird.

Mit den vier gewidhlten Zahlen stehen damit vier Anordnungen fiir den linken oberen Quadranten zur
Verfiigung.

C E E C C E E C
f |48 h |11 e (24 g |51
h 11 f 48 g 51 e 24
9 51 e 24 h 11 f 48
e (24 g |51 f |48 h |11

Abb. 11.67: Mégliche Anordnungen fiir den linken oberen Quadranten

Hat man die ersten vier Zahlen platziert, sind allerdings die noch freien Pldtze auf den beiden Teildia-
gonalen zu vergeben. Entscheidet man sich etwa fiir die Zahlen aus dem linken Quadrat der Abbildung
11.67, muss die dritte Zahl auf der Diagonalen 1 gleichzeitig in der ersten trimagischen Reihe und der
Spalte g des zweiten Hilfsquadrates vorhanden sein. Dies ist damit die Zahl 7. Und auf dem letzten frei-
en Platz dieser Teildiagonalen kann nur die Zahl 36 platziert werden, da diese in der entsprechenden
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trimagischen Reihe und der Spalte e des zweiten Hilfsquadrates vorhanden ist. Entsprechend sind die
weiteren freien Pldtze auf der anderen Diagonalen und danach auch die restlichen acht freien Plitze
eindeutig bestimmt.

C E G A C E G A
f |48 28 f |48(61|9 |28
h 1163 h |26(11(63|46
9 51| 7 g |34|51(7 |22
e |24 36 e |24 5 (4936

Abb. 11.68: Zahlen im linken oberen Quadranten

Die Zahlen auf den Diagonalen 3 und 4 miissen jetzt mit jeweils einer Zahl aus den beiden verbliebenen
trimagischen Reihen kombiniert werden. Hier gibt es mit den Zahlen 6 und 50 jedoch zwei Moglichkei-
ten, da sie in beiden trimagischen Reihen und der bereits festgelegten Spalte f des zweiten Hilfsquadrates
vorhanden sind.

Im Beispiel wird jetzt 50 als Startzahl fiir die Diagonale 3 und 6 als Startzahl fiir die Diagonale 4 festgelegt.
Mit dieser Wahl sind dann die jeweils verbleibenden drei Zeilen fiir die Diagonalen durch die bereits
vergebenden Zeilennamen ebenso eindeutig wie die restlichen verbleibenden Zahlen des rechten oberen
Quadranten bestimmt.

C EG A H B D F C EG A H B D F
48 61| 9 |28|50(35|23| 6 48 61| 9 |28|50(35|23| 6
26|11(63 (46| 8 [21 (33|52 26|11(63 (46| 8 [21 33|52
34|51| 7 |22|64|45(25(12 34|51| 7 |22|64|45(25(12
2415149361027 |47 |62 2415149361027 (47 |62
C|3(18(38|55(29|16|60|41
a |53(40(20| 1 [43|58|14]|31
b |13(32(44(57(19| 2 | 54|39
d |59(42(30(15|37 (56| 4 |17

T «Q = -
T «Q = -

Abb. 11.69: Mit Zahlen gefiilltes Quadrat

Ebenso sind alle Zahlen in der unteren Hélfte inzwischen eindeutig festgelegt. Das Ergebnis ist im rechten
Quadrat der Abbildung 11.69 zu sehen. Allerdings muss das Ergebnis, wie in diesem Beispiel, durch die
weiter oben getroffenen Wahl nicht unbedingt pandiagonal sein, was aber nicht vorhergesagt werden
kann. In einem solchen Fall muss bei der Wahl die zweite Moglichkeit fiir fiir Startpldtze der Diagonalen
3 und 4 getroffen werden und die restlichen Zahlen dann noch einmal neu eingetragen werden.

Alternativ kann man bei einem nicht pandiagonalen Ergebnis auch die Zahlen aus dem rechten oberen
Quadranten an einer vertikalen Mittelachse spiegeln, die Zahlen des linken unteren Quadranten an der
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horizontalen Mittelachse und die Zahlen des rechten unteren Quadranten an beiden Achsen. Danach
ist das entstehende Quadrat aus Abbildung 11.70 pandiagonal, bimagisch und besitzt trimagische Dia-
gonalen. Zusitzlich kann man es in acht Rechtecke aufteilen, deren Zahlen addiert jeweils 260 und die
Quadrate dieser Zahlen jeweils die bimagische Summe 11 180 ergeben. Diese Eigenschaft ist im rechten
Quadrat der Abbildung 11.70 noch einmal besonders herausgehoben.

c E G A F D B H Cc EG A F D B H
f 148|619 (28] 6 |23 (3550 f 1481619 (28| 6 (23 (35|50
h |126|11(63(46(52(33(21| 8 h 126|11(63(46(52(33(21| 8
g |34(51(7 [22|12|25|45]|64 g |34|51(7 (22]|12|25|45|64
e |24 5(49(36|62|47 (27|10 e |24 5 (49(36|62|47 27|10
d |59(42(30|15|17| 4 56|37 d |59(42(30|15|17| 4 |56|37
b |13(32(44(57(39(54| 2 |19 b |13(32(44(57(39(54| 2 |19
a|53(40(20( 1 [31(14|58|43 a|53(40(20( 1 |31|14|58|43
C|3(18(38(55(41(60|16/|29 C|3(18(38(55(41(60|16/|29

Abb. 11.70: Cabalistisches magisches Quadrat der Ordnung n =8 (Portier)

Portier gibt insgesamt 7 Kombinationen mit jeweils vier trimagischen Reihen an, fiir die er jeweils acht
Paare von jeweils zwei Hilfsquadraten anfiihrt. Zusétzlich gibt es fiir das dritte Hilfsquadrat bei jeder der
angefiihrten Kombination vier weitere Moglichkeiten. Fiir die hier vorgestellte Kombination der Hilfs-
quadrate 9 und 14 stehen als drittes Hilfsquadrat beispielsweise die Quadrate 7, 8, 15 und 17 zur Aus-
wahl.

Da bei jeder dieser Kombinationen insgesamt 8 unterschiedliche Quadrate auftreten, kann man mit dieser
Methode insgesamt

7-8-4.-8=1792

unterschiedliche cabalistische Quadrate konstruieren.

Beispiel 2

In einem zweiten Beispiel werden die Hilfsquadrate 5, 27 und 3 von Portier benutzt.
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AAB C D E F G H a b ¢c d e f g h

112 (3(4|5(6|7]|8 112 (3 (49 (10f11(12 112 (3(4|5(6|7]|8
1615|1413 (12|11|10| 9 8|7 (6|5(16(15|14(13 1615|1413 (12|11|10

23(24121(22119|20(17|18 27128125(26|19|20(17|18 222112412318 |17(20]|19
26|25(28|27|30(29|32|31 30(29(32|31|22|21|24|23 27128125]26(31(32]29/30
36|35(34(33(40(39|38]|37 42141 |44143(34|33|36/|35 36|35(34(33(40(39|38]|37
45146 |47 |48|41|42 (43|44 47148 |45(46(39|40|37|38 45|46 |47 |48|41|42 (43|44
5415356 (55|50(49 (52|51 52(51150(49|60|59|58]|57 5515653 (54|51|52(49]|50
59160 (57 (58(63|64|61|62 53|54 |55|56|61|62|63|64 58157 (60(59(62|61|64|63

a) Hilfsquadrat 5 b) Hilfsquadrat 27 o) Hilfsquadrat 3

Abb. 11.71: Drei der 30 Hilfsquadrate von Portier

Zusatzlich werden die trimagischen Reihen aus Tabelle 11.16 verwendet, die auf die Diagonalen verteilt
werden.

21 63 49 16 2 44 27 38
56 35 9 20 7 30 58 45
41 26 24 3 62 13 52 39
50 53 6 34 48 17 12 31

Tab. 11.16: Trimagische Reihen

In diesem Beispiel wird mit den Zahlen 21 und 2 der oberen trimagischen Reihe begonnen, die in ver-
schiedenen Spalten des ersten Hilfsquadrates liegen. Weiterhin werden die Zahlen 56 und 35 gewaihlt, die
in der zweiten trimagischen Reihe, aber den gleichen Spalten C bzw. B des ersten Hilfsquadrates wie die
ersten beiden Zahlen liegen. Diese vier Zahlen werden in die beiden Halbdiagonalen des linken oberen
Quadranten des Zielquadrates eingetragen. (sieche Abbildung 11.72a)

Die erste Diagonale von links oben nach rechts unten dieses Teilquadrates wird jetzt mit den Zahlen
38 und 49 aufgefiillt, die auch in der ersten trimagischen Reihe sowie den Spalten h und d des zweiten
Hilfsquadrates liegen. Damit sind auch die weiteren zwei Spalten des linken oberen Quadranten fest-
gelegt und die beiden noch fehlenden Zahlen der zweiten Diagonale konnen auch eingetragen werden.
(siehe Abbildung 11.72b)

Da jetzt alle Kennzeichnungen der vier Zeilen und Spalten dieses Quadranten bekannt sind, sind die
restlichen Zahlen eindeutig bestimmt und kénnen eingetragen werden. (sieche Abbildung 11.72c)

C B C B G F C B G F
f |21 f |21 20 f|21)115(10]20
b 2 b 2|7 b 28|27 |29
h 35 h 35|38 h [57(35(38]|64
d |56 d |56 49 d | 56|46 (4349
a) Schritt 1 b) Schritt 2 ¢) Schritt 3

Abb. 11.72: Fiillen des linken oberen Quadranten
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Fiir die von links oben nach rechts unten verlaufende Diagonale des rechten oberen Quadranten ste-
hen aus der Spalte f des zweiten Hilfsquadrates prinzipiell die beiden Zahlen 59 und 62 zur Auswahl.
Entscheidet man sich fiir 62, befindet sich die Zahl 41 in dieser trimagischen Reihe und der Spalte b.
Mit entsprechenden Uberlegungen kann dann der rechte obere Quadrant vervollstandigt werden. (siehe
Abbildung 11.73a)

Da danach alle Zeilen und Spalten gekennzeichnet sind, sind damit auch alle Zahlen der unteren Halfte
eindeutig bestimmt. (siehe Abbildung 11.73b)

C B G F H E D A C B G F H E D A
f|21(15(10|20(62|40|33|59 f |21(15(10|20(62|40|33|59
b 1282 |7 (29]|51|41|48]|54 b |128| 2|7 (29]|51|41 48|54
h |57(35(38)|64(18|12|13|23 h |57(35(38)|64(18|12]13|23
d |56(46(43(49(31|(5| 4 |26 d |56(46(43(49(31|5| 4 |26

C|3(25(32|6 [44(50|55|45
g |14(24(17(11|37(63|58]|36
a |47|53(52 (42| 8 |30(27]| 1
€134|60(61(39| 9 [19(22]|16

a) Schritt 4 b) Schritt 3

Abb. 11.73: Fiillen der weiteren Quadranten

Mit diesen Schritten ist das cabalistische magische Quadrat mit trimagischen Diagonalen der Ordnung
n = 8 mit dem Verfahren von Portier erstellt worden. Die acht Blocke, deren Zahlen die magische Summe
260 bzw. die bimagische Summe der quadrierten Zahlen 11180 ergeben, sind in Abbildung 11.74 noch
einmal besonders hervorgehoben.

21115102062 |40 (3359
28| 2|7 (2915141 (48|54
57(35|38|64(18|12|13|23
5646 (43 (49|31 5|4 |26
3 |25(32( 6 [44(50|55]|45
1412417 (11|37|63|58 |36
4715352 (42| 8 [30(27| 1
34160|161(39| 9 |19(22(16

Abb. 11.74: Cabalistisches magisches Quadrat der Ordnung n =8 (Portier, Beispiel 2)

11.1.6 Gérardin

André Gérardin hat 1925 ein Verfahren vorgestellt, mit dem sich pandiagonale bimagische Quadrate
der Ordnung n = 8 erzeugen lassen.!* Dazu verwendet er die beiden diagonalen Euler-Quadrate aus
Abbildung 11.75.

14 Gérardin [157]
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AlL|T|K|[I|[R|[C|H e|s|plall]|i]o
T|K|A|JL|C[H|]I]|R alp|s|efn]|o

HIC|R|I|K|T|[L]|A 1{ilo|ln]|e|s]|p
R{I|[H|C|L|A|K]|T njo|if[l|a|p]|s
C{H|I|[R|T|K|JA|L s|leja|lp|[i]|T1]n
I{R|C|H|JA|[L]|T|K plale|[s|o|n]|]l
LIA[K|T|R|I|H]|C ill|{n|jo|ls|e|a
K|T|L|A[H|C|R]|I ofn|1f|i|p|lale

Abb. 11.75: Algebraisches Muster von Gérardin
Die Grofs- und Kleinbuchstaben werden jeweils mit den Ziffern 0, 1, ..., 7 belegt und die aus den beiden

Ziffern zusammengesetzte Zahl im Zahlensystem zur Basis 8 interpretiert. Nach der Umwandlung in
das Zehnersystem werden dann noch alle Zahlen inkrementiert. Gérardin wéhlte fiir sein Beispiel die

Belegung aus Tabelle 11.17.

Belegung
A L T K I R C H e s p a | i o n
1 6 2 7 3 0 4 5 6 7 4 1 2 0

Tab. 11.17: Belegung von Gérardin

Mit dieser Belegung ergibt sich das pandiagonale bimagische Quadrat aus Abbildung 11.76.
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47

56

21

58

27

4

33

53

24

15

46
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36

59

26

34

3

28

57

22

55

48

13

25

60

35

2

45

16

23

54

7

38

61

32

51

18
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44

64

29

6

39

12

41

50

19

43

10

17

52

31

62

37

vl N|[lolw|s|lo|—
ol |lw|sa|Nw|lo|Nd| o
a|lNv]|olVN|s|lw|~,]|o
—lo|lsd|lw|lo|w|lv]|N
plw|lr|lolo|pvlo|
o|lvw|lo|N|Rr|lo|s|w
wlr|loa|l~r|dM|lo|lw]| o
N|lo|dvo|lo|~|lw]| s
w|lNv | VN|[lo|lo|—|&]|ov
ol |pr|lo|lw|[d|iN]| o
— ol w|lo|
N|wlo|lN]|l—Rr|lolo]| s
N|lo|lw|[nv]ea|lo|lo]| -
srlo|jlo|lr|N|lo|lw|~
||~ |lolo|N|N]|w
o|lNwN|dvV[wlo|s|l~,]|o

20

49

42

11

40

5

30

63

a) linke Ziffer zur Basis 8 b) rechte Ziffer zur Basis 8

Abb. 11.76: Pandiagonales bimagisches Quadrat (Gérardin, Beispiel 1)

¢) bimagisches Quadrat

Bei diesem Quadrat handelt es sich sogar um ein cabalistisches Quadrat, d.h. es besitzt folgende Eigen-

schaften:

e esist pandiagonal
e esist bimagisch

e es besitzt trimagische Diagonalen
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e es lisst sich in 8 Rechtecke der Grofle 2 x4 aufteilen, deren Zahlen die magische Summe 260 bzw.
die bimagische Summe 11 180 ergeben

Gérardin erwdhnt in seinem Artikel, dass dieses cabalistische Quadrat auch von Portier konstruiert wor-
den ist, der es bereits am 29.07.1912 in der Zeitung L’Echo de Paris veroffentlicht hat. Portier benutzte zur
Konstruktion allerdings ein anderes Verfahren.!

Gérardin wies auch darauf hin, dass sich durch Transformationen oder andere Belegungen Millionen
weiterer magischer Quadrate erzeugen lassen, die allerdings nicht mehr bimagisch sein miissen. Meine
Untersuchungen haben gezeigt, dass es insgesamt 320 Belegungen gibt, mit denen sich auch 320 unter-
schiedliche cabalistische Quadrate erzeugen lassen.

Eine dieser Belegungen und das damit erzeugte cabalistische Quadrat ist in Abbildung 11.77 darge-
stellt.

Belegung 6 |12|64(50(29|19|39|41
58 (56| 4 |14|33 (47|27 |21
45135123 |25(54 (60|16 2
17(31(43(37|10| 8 |52|62
3646262459531 (15
3218|3844 7 | 9 [61|51
11| 5 (49(63|20|30|42 (40
55(57 13| 3 |48(34 (22|28

I
- g W wum o)) S — ©

A = =)
I
a5 (M) 2o —
I

Il
oo ND g prNW

O T w o
o
s | o -— —
T

Abb. 11.77: Cabalistisches magisches Quadrat (Gérardin, Beispiel 2)

Schaut man sich die Belegung der Grofibuchstaben an, fallen einige Eigenschaften auf, die sich durch die
strukturierte Anordnung des Musters aus Abbildung 11.75 erkldren lassen.

So ist etwa die Summe der linken vier Zahlen fiir die Buchstaben ALTK mit 14 immer genauso grof3
wie die Summe der den Buchstaben IRCH zugeordneten Zahlen der rechten Halfte. Damit gibt es genau
sechs Zahlengruppen fiir diese beiden Halften: 0167, 0257, 0347, 1256, 1346, 2345. Nattirlich sind mit der
Wahl einer dieser Zahlengruppen die zur Verfligung stehenden Zahlen fiir die andere Hilfte eindeutig
bestimmt.

Weiterhin betrdgt in beiden Halften die Summe der jeweils ersten und dritten sowie der zweiten und
vierten Zahl immer 7.

0+7=14+6=34+4=24+5=7

Bei den Kleinbuchstaben gibt es diese Unterteilung in zwei Halften nicht, denn hier werden die acht
Zahlen in vier Zahlenpaare unterteilt. Dabei ist der Summe des ersten Zahlenpaares immer gleich der
Summe des zweiten Zahlenpaares. Ebenso stimmt die Summe des dritten Zahlenpaares mit der Summe
des vierten Zahlenpaares tiberein. In dem Beispiel aus Abbildung 11.77 gilt beispielsweise

54+3=T7+1=28 und 442=6+0=06

Die beiden Summen sind immer unterschiedlich und ergeben addiert natiirlich die Summe der Zahlen
0,1,...,7,also 14. Insgesamt gibt es drei verschiedene Kombinationen von auftretenden Summen: 3 und
11, 5 und 9 sowie 6 und 8.

15 siche Kapitel 11.1.5
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Hat

man eine der 320 moglichen Belegungen bestimmt, lassen sich aufgrund des strukturierten Musters

durch Vertauschungen weitere Belegungen erzeugen. Dazu werden hier einige Beispiele angefiihrt, die

alle

von den Zahlen der Belegung aus Abbildung 11.77 ausgehen.

¢ Beiden Groflbuchstaben wird die linke Halfte gegen die rechte Hélfte ausgetauscht. Die Kleinbuch-

staben bleiben unveridndert.

e Bei den Grofsbuchstaben wird das erste Zahlenpaar mit dem zweiten sowie das dritte Zahlenpaar

mit dem vierten vertauscht. Die Kleinbuchstaben bleiben unverandert.

e Bei den Grofibuchstaben wird die linke Hilfte gegen die rechte Hilfte ausgetauscht. Weiterhin wird

das erste Zahlenpaar mit dem zweiten ebenso vertauscht wie das dritte Zahlenpaar mit dem vier-
ten. Die Kleinbuchstaben bleiben unverandert.

30(20(40|42| 5 |11|63 |49 62|52 |8 [10|37|43|31|17 38(44(32(18|61|51|7 |9
34(48(28|22|57|55]| 3 |13 2 1166054 (25(23 (35|45 26(24|36|46| 1 |15(59(53
53(59(15| 1 |46|36|24 |26 21|27 (47|33(14| 4 |56|58 13| 3 |55|57|22|28|48|34
9|7 |51|61|18(32(44|38 41(39(19|29|50|64|12| 6 49(63|11| 5 |42|40(20(30
60|54| 2 |16|35|45|25|23 2822|3448 3 |13 (57|55 4 1141585627 (21|33 |47
8 11062 |52 (31|17 (37|43 40(42|30|20|63|49| 5 |11 64 |50( 6 [12]39|41|29]|19
19129413912 | 6 (50|64 51(61|9 (7 |44(38]|18|32 43(37|17|31|52|62|10| 8
47 (33(21|27|56|58|14| 4 15| 1 |53|59(24 (26|46 |36 23(25|45|35|16| 2 |54 |60
a) 32450176 53714260 b) 76014532 53714260 c) 45327601 53714260

Abb. 11.78: Beispiel 1 bis 3: Cabalistische Quadrate mit den zugehorigen Belegungen

e Bei den Grofibuchstaben werden die Zahlen in den einzelnen Zahlenpaaren jeweils vertauscht. Bei

den Kleinbuchstaben wird das erste Zahlenpaar mit dem zweiten sowie das dritte Zahlenpaar mit
dem vierten ausgetauscht.

e Bei den Grofibuchstaben werden die Zahlen in den einzelnen Zahlenpaaren vertauscht. Bei den

Kleinbuchstaben werden alle acht Zahlen in umgekehrter Reihenfolge angeordnet.

e Bei den Grofibuchstaben werden die Zahlen in den einzelnen Zahlenpaaren vertauscht und danach

die linke Hélfte gegen die rechte ausgetauscht. Bei den Kleinbuchstaben wird das erste Zahlenpaar
mit dem zweiten sowie das dritte Zahlenpaar mit dem vierten ausgetauscht.

16| 2 [54|60(23|25(45|35 9|7 |51|61|18|32 (44|38 24126 (46|36 (15| 1 (53|59
52(62(10| 8 |43|37|17|31 53|59 (15| 1 |46|36|24|26 44138|18|32|51|61|9 |7
39(41(29|19|64|50]| 6 |12 34|48 (282257 (55| 3 |13 63(49| 5 (11|40(42|30(20
27 (21(33|47| 4 |14|58 |56 30(20(40|42| 5 |11(63 (49 3 |13]|57|55|28|22 (34|48
42140120(30|49|63|11| 5 47133 (21|27 |56|58(|14| 4 50(64|12| 6 |41(39]|19(29
22(28(48|34|13| 3 |55|57 19129141|39|12| 6 (50|64 14| 4 | 56|58 (21|27 (47|33
1(15(59(53(26|24|36|46 8110|6252 (3117|3743 25(123(35|45| 2 |16|60|54
61(51(7 |9 |38|44|32|18 60|54 2 [16|35|45|25|23 37(43|31|17|62|52| 8 |10
a) 10672354 71536042 b) 10672354 06241735 c) 23541067 71536042

Abb. 11.79: Beispiel 4 bis 6: Cabalistische Quadrate mit den zugehorigen Belegungen
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¢ Bei den Groflbuchstaben werden die Zahlen der beiden Hélften jeweils fiir sich in umgekehrter Rei-
henfolge angeordnet. Bei den Kleinbuchstaben wird das erste Zahlenpaar mit dem zweiten sowie
das dritte Zahlenpaar mit dem vierten vertauscht.

¢ Die Grofsbuchstaben bleiben unverandert. Bei den Kleinbuchstaben werden die Zahlen in den ein-
zelnen Zahlenpaaren jeweils vertauscht sowie die linke Hélfte gegen die rechte ausgetauscht.

e Bei den Grofibuchstaben werden die Zahlen in den einzelnen Zahlenpaaren vertauscht. Bei den
Kleinbuchstaben werden die Zahlenpaare in umgekehrter Reihenfolge angeordnet. Also zunéchst
das vierte Zahlenpaar, gefolgt vom dritten, dem zweiten und zum Abschluss dem ersten Zahlen-

paar.
56 |58 |14 | 4 |47|33|21 (27 3 |13|57(55(28(22|34|48 15| 1 |53|59 (242646 |36
12| 6 [50(64|19]29|41|39 63(49|5(11]|40|42)30|20 51(61|9 |7 |44|38|18|32
31(17|37|43| 8 |10|62 |52 44138118(32|51|61|9 |7 40(42130(|20|63|49| 5 (11
35(45|25(23(60 (54| 2 |16 24126463615 1 (53|59 28122|34|48| 3 |13 |57 (55
18132|44138| 9 | 7 [51]61 37(43|31|17|62|52| 8 |10 41139|19]29|50(64(12( 6
46 (36|24|26(53[59|15| 1 25(23(35|45| 2 |16 (60|54 2127 (47|33|14| 4 |56 |58
57|55| 3 |13|34|48|28 22 14| 4 |56(58|21|27|47 33 2116|6054 (25(23|35|45
511163 (49(30(20 (40|42 50164 12| 6 {41(39(19]|29 62|52 8 |10(37 (43 |31|17
a) 67105423 71536042 b) 01763245 24063517 c) 10672354 60427153

Abb. 11.80: Beispiel 7 bis 9: Cabalistische Quadrate mit den zugehorigen Belegungen

11.1.7 Tarry — Cazalas

Cazalas hat in seinem Buch aus dem Jahre 1934 die Verwendung von arithmetischen Serien'® auch bei

Quadraten der Ordnung n = 8 analysiert.”” Um 64 verschiedene Zahlen darstellen zu kénnen, benutzt
er arithmetische Serien der Form (r1, r2, 3)2 und (s1, 52, 53)2, mit denen sich die Tabelle 11.18 ergibt. Von
dieser Tabelle sind hier nur einige Terme angegeben, da sich die Terme in allen anderen Zellen durch
Addition ergeben.

0 r r r +r r3 r3+r r3+4r r3+ry+rg

S1 s1+r S|+ s1+r+r

52 s2 4+ rq 2+ s24+r)+r
$2 + 851

53

53 + 51
s3+ 57
§3 452 + 51

Tab. 11.18: Tabelle mit den arithmetischen Serien (ry, r2,r3)> und (s, 52, $3)2

16 siehe Kapitel 11.2.4
17 Cazalas [79] S. 69-96
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Fiir die Serien (r1,r2,r3)2 = (010111, 111001, 100011), und (s1, 52, 5s3)2 = (100110, 010011, 011100)5, er-
geben sich damit die Werte aus Tabelle 11.19.

0 r r r+r 3 r3+r r3+ry r3+ra4r

0 000000 010111 111001 101110 100011 110100 011010 001101

1 100110 110001 011111 001000 000101 010010 111100 101011

52 010011 000100 101010 111101 110000 100111 001001 011110

52+ 51 110101 100010 001100 011011 010110 000001 101111 111000

83 011100 001011 100101 110010 111111 101000 000110 010001
53+ 51 111010 101101 000011 010100 011001 001110 100000 110111
s34+ 5 001111 011000 110110 100001 101100 111011 010101 000010
s3+s2+ 51| 101001 111110 010000 000111 001010 011101 110011 100100

Tab. 11.19: Tabelle mit den arithmetischen Serien (010111, 111001, 100011), und (100110, 010011, 011100),

Wandelt man diese Zahlen aus dem Zweiersystem in das Zehnersystem um und erhoht dabei alle Zahlen
um 1, erhilt man das pandiagonale und semi-bimagische Quadrat aus Abbildung 11.81.

1124|58|47|36|53|27 |14
39(50(329 |6 [19(61|44
20| 5 |43|62|49(40(10|31
54135|13|28|23| 2 |48 |57
2912|138 |51|64 (41| 7 |18
59146| 4 |21]|26|15(|33 |56
16 (25(55(34(45(60|22]| 3
42163 (17| 8 |11(30(52]|37

Abb. 11.81: Pandiagonales und semi-bimagisches Quadrat

Cazalas hat nachgewiesen, dass die Diagonalen mit der Methode der arithmetischen Serien nicht bi-
magisch gemacht werden konnen. Allerdings kann man jetzt wie beispielsweise bei den Verfahren von
Coccoz oder Rilly'® vorgehen und das semi-bimagische Quadrat in ein bimagisches umwandeln. Dazu
muss man unter den 38 039 bimagischen Reihen zwei passende finden, die fiir die Diagonalen geeignet
sind und durch das Vertauschen von Zeilen und Spalten ein bimagisches Quadrat zu erzeugen. Zum
Beispiel kann man die beiden bimagischen Reihen aus Tabelle 11.20 benutzen.

Diagonale 1 2 10 24 32 37 45 51 59
Diagonale 2 6 14 20 28 33 41 55 63

Tab. 11.20: Bimagische Reihen fiir die Diagonalen

18 siche Kapitel 11.1.1 bzw. 11.1.3
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Wie man in Abbildung 11.81 erkennt, ist in jeder Zeile und Spalte des semi-bimagischen Quadrates je-
weils eine Zahl der beiden fiir die Diagonalen vorgesehenen magischen Reihen vorhanden. Deshalb kann
man die Zeilen und Spalten so vertauschen, dass die entsprechenden Zahlen wie im bimagischen Qua-
drat der Abbildung 11.82b auf den Diagonalen liegen.

1 (245847 |36|53|27(14 24158 (2753|471 (36|14
39(50(32(9 |6 |19|61|44 50(32(61(19]| 9 |39]| 6 |44
20| 5 (43]62|49(40(10]|31 5143(10(40|62|20(49]31
54135|13(28(23| 2 (48|57 35|13(48| 2 |28|54|23|57
29112 (38|51|64|41( 7 |18 12|38( 7 |41]|51(29|64|18
59146 4 |21]|26|15|33|56 46| 4 [33]15]|21(59|26|56
1625(55134|45(60|22]| 3 25155(22160|34(16|45]| 3
42 163(17| 8 |11|30|52]|37 63|17 (52(30| 8 |42|11|37
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.82: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (Tarry - Cazalas, Beispiel 1)

Cazalas gibt aber auch eine Anderung fiir die Methode der arithmetischen Serien an, mit der sich fiir
die bimagischen Quadrate der Ordnung n = 8 von Tarry!'® mit einem zusétzlichen Schritt pandiagonale
bimagische Quadrate mit trimagischen Diagonalen erzeugen lassen.

Dieser zusétzliche Schritt besteht einfach nur darin, dass zu allen Zahlen des semi-bimagischen Quadra-
tes eine konstante Zahl addiert wird. Fiir das Beispiel aus Tabelle 11.29 lautet diese Konstante 011110.

000000 | 010111 111001 101110 100011 110100 | 011010 | 001101
100110 110001 011111 001000 | 000101 010010 111100 101011
010011 000100 101010 111101 110000 100111 001001 011110
110101 100010 | 001100 | 011011 010110 | 000001 101111 111000
011100 | 001011 100101 110010 111111 101000 | 000110 | 010001
111010 101101 000011 010100 | 011001 001110 100000 110111
001111 011000 110110 100001 101100 111011 010101 000010
101001 111110 | 010000 | 000111 001010 | oO11101 110011 100100

Abb. 11.83: Quadrat mit den arithmetischen Serien (010111, 111001, 100011), und (100110, 010011, 011100),

Aus dem Ausgangsquadrat in Abbildung 11.83 entsteht durch diese Addition das Quadrat in Abbildung
11.84

19 siche Kapitel 11.1.4
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011110 | 001001 100111 110000 111101 101010 | 000100 | 010011
111000 101111 000001 010110 | 011011 001100 100010 110101
001101 011010 110100 100011 101110 111001 010111 000000
101011 111100 | 010010 | 000101 001000 | 011111 110001 100110
000010 | 010101 111011 101100 100001 110110 | 011000 | 001111
100100 110011 011101 001010 | 000111 010000 111110 101001
010001 000110 101000 111111 110010 100101 001011 011100
110111 100000 | 001110 | 011001 010100 | 000011 101101 111010

Abb. 11.84: Quadrat nach der Addition mit der Konstanten 011110

Wandelt man alle Zahlen aus dem Zweiersystem in das Zehnersystem um und erhoht sie um 1, erhalt
man das pandiagonale und bimagische Quadrat aus Abbildung 11.85, welches zudem trimagische Dia-
gonalen besitzt.

31|110|140(49|162 (43| 5 (20
57 48| 2 |23|28|13|35|54
1427 |53 (36(47(58|24]| 1
44161196 | 9 [32(50]|39
3 (22(60(45(34(55(25]|16
37|52(30(11| 8 |17 |63 |42
18| 7 (41(64(51({38|12|29
5633|15|26|21| 4 46|59

Abb. 11.85: Pandiagonales und bimagisches Quadrat (Tarry - Cazalas, Beispiel 2)

Cazalas hat fiir alle mit der Methode von Tarry erzeugten bimagischen Quadrate der Ordnung n = 8
arithmetische Serien und die benétigte Konstante angegeben, so dass sich die bimagischen Quadrate von
Tarry auch mit dieser Methode erzeugen lassen.?

r r r3 S1 S1 S1 Konstante
010111 111001 100011 100110 010011 011100 011110
111010 001111 100011 001011 100101 011100 010011
001101 010011 101010 111100 001111 010101 010001
010110 100101 101010 100111 111001 010101 100101
110001 011100 001011 100111 111001 110100 010011
101100 110010 001011 111010 010111 110100 111001
001110 100011 011001 111100 001111 100110 011010
100101 010110 011001 010111 111010 100110 100101
111100 010111 110001 101001 110100 001110 101001
100111 111010 110001 110010 011001 001110 111010

Tab. 11.21: Arithmetische Serien fiir die bimagischen Quadrate von Tarry

20 Cazalas [79] S. 109
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Ein weiteres Beispiel zeigt die Serien (100111, 111010, 110001), und (110010, 011001, 001110)> mit der
zugehorigen Konstanten 111010, die bei Cazalas unter der Nummer 10 gefithrt wird. Mit diesen beiden
Serien ergibt sich zunichst ein pandiagonales und semi-bimagisches Quadrat.

000000 100111 111010 | 011101 110001 010110 | 001011 101100
110010 | 010101 001000 101111 000011 100100 111001 011110
011001 111110 100011 000100 101000 | 001111 010010 110101
101011 001100 | 010001 110110 | 011010 111101 100000 | 000111
001110 101001 110100 | 010011 111111 011000 | 000101 100010
111100 | 011011 000110 100001 001101 101010 110111 010000
010111 110000 101101 001010 100110 | 000001 011100 111011
100101 000010 | 011111 111000 | 010100 110011 101110 | 001001

Abb. 11.86: Quadrat mit den arithmetischen Serien (100111, 111010, 110001), und (110010, 011001, 001110),

Zu allen Zahlen wird anschliefSend die spezielle Konstante 111010 hinzuaddiert und es entsteht das bi-
magische Quadrat aus Abbildung 11.87.

111010 | 011101 000000 100111 001011 101100 110001 010110
001000 101111 110010 | 010101 111001 011110 | 000011 100100
100011 000100 | 011001 111110 | 010010 110101 101000 | 001111
010001 110110 101011 001100 100000 | 000111 011010 111101
110100 | 010011 001110 101001 000101 100010 111111 011000
000110 100001 111100 | 011011 110111 010000 | 001101 101010
101101 001010 | 010111 110000 | 011100 111011 100110 | 000001
011111 111000 100101 000010 101110 | 001001 010100 110011

Abb. 11.87: Quadrat nach der Addition mit der Konstanten 111010

Wandelt man jetzt wieder alle Zahlen aus dem Zweiersystem in das Zehnersystem um und erhoht sie
um 1, erhdlt man das pandiagonale und bimagische Quadrat mit trimagische Diagonalen aus Abbildung
11.88.

59 (30| 1 40(12|45|50]|23
9 148|51(22|58|31| 4 |37
36| 5 |26(63|19|54 (41|16
18 (55(44(13(33| 8 |27|62
53120|15|42| 6 | 35|64 |25
7 |34(61(28(56(17|14|43
46|11|124(49|129(60(39( 2
32|57(38| 3 |47(10(21|52

Abb. 11.88: Pandiagonales und bimagisches Quadrat (Tarry - Cazalas, Beispiel 3)
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Variante

Weitere bimagische Quadrate ergeben sich mit dieser Methode, wenn man die Serien (r1, r2,r3)> und
(51, 52, 53)2 auf gleiche Weise umordnet, beispielsweise zu (r2, r3, r3)1 und (s2, 53, s3)1 . Mit den gleichen
Parametern wie im letzten Beispiel ergibt sich jetzt das pandiagonale und semi-bimagische Quadrat aus
Abbildung 11.89.

000000 111010 110001 001011 100111 011101 010110 101100
011001 100011 101000 | 010010 111110 | 000100 | 001111 110101
001110 110100 111111 000101 101001 010011 011000 100010
010111 101101 100110 | 011100 110000 | 001010 | 000001 111011
110010 | 001000 | 000011 111001 010101 101111 100100 | 011110
101011 010001 011010 100000 | 001100 110110 111101 000111
111100 | 000110 | 001101 110111 011011 100001 101010 | 010000
100101 011111 010100 101110 | 000010 111000 110011 001001

Abb. 11.89: Quadrat mit den arithmetischen Serien (111010, 110001, 100111), und (011001, 001110, 110010),

Danach muss zu allen Zahlen wieder die spezielle Konstante 111010 hinzuaddiert werden.

111010 | 000000 | 001011 110001 011101 100111 101100 | 010110
100011 011001 010010 101000 | 000100 111110 110101 001111
110100 | 001110 | 000101 111111 010011 101001 100010 | 011000
101101 010111 011100 100110 | 001010 110000 111011 000001
001000 110010 111001 000011 101111 010101 011110 100100
010001 101011 100000 | 011010 110110 | 001100 | 000111 111101
000110 111100 110111 001101 100001 011011 010000 101010
011111 100101 101110 | 010100 111000 | 000010 | 001001 110011

Abb. 11.90: Quadrat nach der Addition mit der Konstanten 111010

Wandelt man jetzt alle Zahlen aus dem Zweiersystem in das Zehnersystem um und erhoht sie um 1,
erhilt man das pandiagonale und bimagische Quadrat mit trimagische Diagonalen aus Abbildung 11.91.
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1159(50|12|40|30|23|45
26|36|41(19|63| 5 16|54
15(53 (64| 6 (42(20|25]|35
24146(39(29|49(11| 2 |60
51(9 | 4 |58(22|48|37|31
4411827 |33|13(55(62| 8
61| 7 |14|56|28|34(43|17
3832|2147 3 |57 (52|10

Abb. 11.91: Pandiagonales und bimagisches Quadrat (Tarry - Cazalas, Beispiel 4)

11.1.8 Hendricks

Um ein pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n = 8 zu erzeugen, geht John R. Hendricks
von einem algebraischen Muster aus.?!

Ac |Cb (Dd [Ba|ac|ch|dd|ba
Da|Bd|Ab|Cc|da|bd|ab|cc
Bb|Dc|Ca|Ad|bb|dc|ca|ad
Cd |Aa|Bc [Db|cd|aa|bc|db
AC|CB|DD[BA|aC|cB|dD|bA
DA (BD|AB|CC|dA|bD|aB|cC
BB|DC|[CA|AD|bB|dC|cA|aD
CD|AA[BC|DB|cD|aA|bC|dB

Abb. 11.92: Algebraisches Muster

Man erkennt, dass es sich um ein pandiagonales Muster handelt, bei dem auch die vier Quadranten
magisch sind, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

a+b+c+d=A+B+C+D

Fiir die Ordnung n = 8 gibt es eine Zerlegung der Zahlen 0, 1, ..., 7 in zwei Gruppen, bei denen nicht
nur die Summe der Zahlen, sondern auch die Summe der quadrierten Zahlen tibereinstimmt.

0+3+5+6=1+2+4+7
0*+32+ 57+ 6> =12 +22 + 47 +7°

Mit einer solchen Belegung wird das algebraische Muster aus Abbildung 11.92 nicht nur pandiagonal,
sondern auch semi-bimagisch, wenn zusétzlich folgende Bedingungen erfiillt werden.

A+a=B+b=C+c=D+d=7

21 Hendricks [196] S. 105 ff.
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Nur die Zahlen auf den beiden Diagonalen ergeben addiert nicht die bimagische Summe. Mit dem Tausch
von jeweils zwei Zeilen wie in Abbildung 11.93 werden aber auch die Diagonalen angeglichen, wobei
allerdings die magischen Teilquadrate verloren gehen. Die Zahlen in den vier Quadranten besitzen aber

die gleiche Summe 520.
Ac|Cb|Dd|Ba|ac|cb|dd|ba Ac|Cb|Dd|Ba|ac|ch|dd|ba
Da |Bd|Ab|Cc|da|bd|ab|cc DA|BD|AB|CC|dA|bD|aB|cC
Bb|Dc|Ca|Ad|bb|dc|ca|ad BB|DC|CA|AD|bB|dC|cA|aD
Cd [Aa|Bc |Db|cd|aa|bc|db Cd [Aa|Bc |Db|cd|aa|bc|db
AC|CB|DD|BA|aC|cB|dD|bA AC|CB|DD[BA|aC|cB|dD|bA
DA(BD|AB|CC|dA|bD|aB|cC Da [Bd |Ab|Cc|da|bd|ab|cc
BB |DC|CA|AD|bB|dC|cA|aD Bb|Dc|Ca|Ad|bb|dc|ca|ad
CD|AA[BC|DB|cD|aA|bC|dB CD|AA[BC|DB|cD|aA|bC|dB

a) Ausgangsmuster

b) Vertauschen von Zeilen

Abb. 11.93: Bimagisches und pandiagonales Muster durch Vertauschen von Zeilen

Mit einer geeigneten Belegung des algebraischen Musters erhdlt man dann wie in Abbildung 11.94 ein
bimagisches und pandiagonales magisches Quadrat. Zusétzlich besitzt das Quadrat auch trimagische

Diagonalen.

Belegung

3

45

50

32

59

21

10

40

49

31

4

46

9

39

60

22

28

54

41

7

36

14

17

63

42

27

53

18

64

35

13

6

44

55

25

62

20

15

33

56

26

5

43

16

34

61

19

29

51

48

2

37

11

24

58

47

30

52

23

57

38

12

Abb. 11.94: Bimagisches und pandiagonales magisches Quadrat der Ordnung n =8 (Hendricks, Beispiel 1)

Ein weiteres bimagisches und pandiagonales Muster erhilt man, wenn man die entsprechenden Spalten
vertauscht.
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Ac|Cb|Dd|Ba|ac|cb|dd|ba Ac|cb|dd|Ba|ac|Cb|Dd|ba
Da|Bd|Ab|Cc|da|bd|ab|cc Da|bd|ab|Cc|da|Bd|Ab|cc
Bb|Dc|Ca|Ad|bb|dc|ca|ad Bb|dc|ca|Ad|bb|Dc|Ca|ad
Cd|Aa|Bc|Db|cd|aa|bc|db Cd|aa|bc|Db|cd|Aa|Bc|db
AC|CB|DD|BA|aC|cB|dD|bA AC|cB|dD|BA|aC|CB|DD|bA
DA|BD|AB|CC|dA|bD|aB|cC DA|bD|aB|CC|dA|BD|AB|cC
BB|DC|CA|AD|bB|dC|cA|aD BB|dC|cA|AD|bB|DC|CA|aD
CD|AA|BC|DB|cD|aA|bC|dB CD|aA|bC|DB|cD|AA|BC|dB
a) Ausgangsmuster b) Vertauschen von Spalten

Abb. 11.95: Bimagisches und pandiagonales Muster durch Vertauschen von Spalten

Mit der gleichen Belegung wie im oberen Beispiel erhélt man dann ein weiteres bimagisches und pan-
diagonales magisches Quadrat mit trimagischen Diagonalen. (siehe Abbildung 11.96)

3(21(10(32|59|45|50|40
56(34|61|43|16|26| 5 19
29(11 (24| 2 |37|51(48|58
42164 (35(53|18| 8 (2713
6 120|15(25(62|44|55]33
49139(60(46| 9 |31 4 |22
2814|177 |36|54(41|63
4715713852 (23| 1 (30|12

Belegung

Abb. 11.96: Bimagisches und pandiagonales magisches Quadrat der Ordnung n =8 (Hendricks, Beispiel 2)

Variationen

Weitere Variationsmoglichkeiten ergeben sich durch unterschiedliche Belegungen des algebraischen Mus-
ters. In den bisherigen Beispielen wurden die Zahlen 0, 3, 5, 6 immer fiir die Groflbuchstabenund 1, 2,4, 7
fiir die Kleinbuchstaben benutzt. Dies kann aber auch genau umgekehrt geschehen. Ebenso kann die Zu-
ordnung der vier Zahlen zu den Grofibuchstaben beliebig gewahlt werden. Die Kleinbuchstaben erhalten
dann die zu n — 1 =7 komplementére Zahl.

-813-



17(60(15(38|41| 4 |55|30
11(34(21(64(51|26|45| 8
37116591829 |56 3 |42
63(22|33|12| 7 (46 25|52
24161103548 5 |50|27
14(39(20(57|54|31|44| 1
36| 9 |62|23|28(49( 6 |47
5819|4013 | 2 [43(32|53

Belegung

Abb. 11.97: Bimagisches und pandiagonales magisches Quadrat der Ordnung n =8 (Hendricks, Beispiel 3)

11.1.9 Kejun Chen - Wen Li

Kejun Chen und Wen Li haben ein Verfahren entwickelt, mit dem sich symmetrische bimagische Qua-
drate der Ordnung m - n mit trimagischen Diagonalen konstruieren lassen, wenn die Bedingungen
m,n¢{2,3,6} undm =n mod 2 erfiillt sind.??

Fiir die Ordnung m -n = 2 -4 = 8 werden dazu ein magisches Rechteck der Grofie 4 x2 und ein idempo-
tentes selbst-orthogonales lateinisches Quadrat der Ordnung n = 4 benétigt.

012]3]|1
1(2(4]7 31110(2
6530 113]2]0
2|10(11]3

Abb. 11.98: Ausgangsdaten fiir das Verfahren von Kejun Chen und Wen Li

Wiéhrend bei den Beschreibungen in diesem Dokument immer die linke untere Ecke eines Quadrates mit
Mp,0 bezeichnet wird, benutzen Kejun Chen und Wen Li in ihrem Artikel die mathematische Matrizen-
schreibweise, bei der My die linke obere Ecke bezeichnet. Da hier eine Anpassung der Schreibweise
einen Vergleich mit dem mathematischen Beweis aus dem Originaldokument sehr erschweren wiirde,
wird bei der Beschreibung dieses Verfahrens ausnahmsweise die Darstellung von Kejun Chen und Wen
Li tibernommen.

Das magische Rechteck wird folgendermafien bezeichnet:
ri,;j mit0<j<n—1und ke{0,1}
Zusitzlich werden weitere nxn - Matrizen Ay und By benétigt:

k k ..
A = a[.(’j) al.(,j) = Tk 0<i,j<n-—1

B, = b® p® — hi—kx;+1 fur xj; =0 mod 2
" " hl—k,in—l fur Xji = 1 mod?2

22 Kejun Chen und Wen Li [86]
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Damit ergeben sich die vier Hilfsquadrate aus Abbildung 11.99.

BN N =
= NN
[ S I I |
N =B
wl oo | o
Y| OO0 | W
gl w| o | ©
O || W | o
| W[ O | o
[« IS 2 I ) I IN@V)
1| O | W | o
w| oo o
R | BN
NI NN =
NI N -
Bl IN N

Ap Ay By B

Abb. 11.99: Hilfsquadrate der Ordnung n = 4

Aus den Hilfsquadraten Ap und A; wird mit der Anordnung aus Abbildung 11.100 das Hilfsquadrat A
der Ordnung 2n gebildet.

Ao Ao

Aq Aq

wlo|lolao|s|Nn| |~
o|lo|jlo|lw|~|N]|d| s
g|lwlo|lold|s]|—~|
olao|lw|lo|w|~| &M
wlo|lolo|s|Nd| |~
o|lo|lo|lw|~|N|d| &
g|lwlo|lo|ld| ]~
oclo|lw|lo|w]|~|a]r

Abb. 11.100: Hilfsquadrat A

Ebenso setzt sich das Hilfsquadrat B aus den Teilquadraten By und B; zusammen, jedoch wird hier eine
andere Anordnung gewihlt, wie in Abbildung 11.101 zu erkennen ist.

513|6(0|2|4]|1]|7

0|63 |57 142

3(5|1]0(6|4(2|7|1
By B

6(0|5[3|1(7]|2]|4

513|6(0|2|4]|1]|7
By B,

0|63 |5|7(14]|2

3|/5|0(6|4|2]|7]1

6|0|5(3|1|7]|2]|4

Abb. 11.101: Hilfsquadrat B

-815-



Leider handelt es sich bei den Hilfsquadraten A und B noch nicht um orthogonale Quadrate. Diese kann
man jedoch mit Hilfe von zwei zusitzlichen Permutationen 71 und 75 erhalten.

m=m2n—-1)n+1,2n-2)---n+ 22, n+1%)
m=01,2n-2)3,2n—4)---(n —1,n)

Fiir die Ordnung 8 lauten diese beiden Permutationen damit:

w1 = (4,7)(5,6)
my = (1,6)3,4)

Diese beiden Permutationen werden auf die Hilfsquadrate A und B so angewendet, wie es die Reihen-
folge der nachfolgenden Grafiken beschreibt. Dabei wird in den folgenden Abbildungen das Quadrat A
und dessen Folgequadrate immer links und B entsprechend rechts dargestellt.

Bei diesen Vertauschungen kann es durchaus vorkommen, dass sie teilweise ohne Auswirkungen blei-
ben, weil die zu vertauschenden Spalten und Zeilen bereits die richtigen Zahlen beinhalten. Das ist aber
bei diesem allgemein gehaltenen Algorithmus kein Problem, wie Chen und Li in ihrem mathematischen
Beweis nachweisen.

0 1 2 3,7 6 5 4 0 1 2 3,7 6 5 4
o147 |2|2]|7|4]1 0(5(3|6|0(7]|1(|4]2
1712|1441 |2]|7 110|163 |5|24|1]|7
227 (4|1 |1|4]|7]|2 2(3|5(0|6(|1]|7(2]4
3(4(1 (2|7 |7]|2]|1]|4 316|053 ([4f2]7]1
416|13|(0(5[5]0]3]6 41513607 ]1]|4]2
510|5]|6|3|3[6([5]0 510(6|3(5|12(4]|1](7
615/0[3|6(6]3[0]5 6(3|5(0|6(|1]|7(|2]4
713(6]5[{0|0([5]6]3 716(0])5(3|14(2]|7]|1

Abb. 11.102: Spaltenpermutation

0o 1 2 3,7 6 5 4 0 1 2 3,7 6 5 4
o147 |2|2|7|4]1 0f5(3|6|0(7]|1|4]2
1712|1441 |2]|7 110163 |52 (4|17
21217 (411|472 2(3|5(0|6(|1]|7(2]4
341 (2|7 |7|2]|1]|4 316|053 ([4(2]7]1
713|6|5|0|0([5([6]3 71610153 |14(2(7]|1
615|013 [6[6]3]0]5 6(3|5(0|6(|1]|7([2]4
510|563 [3|6]|5]0 5(0(6(|3|5(2]|4(|1]7
416|3(0]|5(5]0([3]6 4(513(6|0(7]|1(4]2

Abb. 11.103: Zeilenpermutation
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0 5 2 7,3 6 1 4 0 5 2 7,3 6 1 4
o147 2|27 ]|4]1 o514 |6(7|0]1]3]2
(712|114 |14|1 (2|7 110132 |5|4(|6]|7
212|741 (1]|4]|7]2 213(2|0]1|6|7]|5]4
31411 2772|114 3|16(7|5|4|3[2|0]1
713(6]|5]0[0[5]|6]3 7161754132 (0](1
6 |5(0(3]|6|6[3[0]5 6|13(2|0]1|6|7]|5]4
5(0(5]|6]|3[3[6]5]0 51011 |13|2|5(|4(|6]|7
416|13|[0[5[5]0]3]6 41514167 [0]1]3]2

Abb. 11.104: Spaltenpermutation 7,

Bei den beiden Quadraten in Abbildung 11.104 handelt es sich jetzt um orthogonale Quadrate. Uberlagert
man diese Quadrate, entsteht das symmetrische bimagische Quadrat mit trimagischen Diagonalen aus
Abbildung 11.105.

0=8-A+B+1

1413763 (24|17|58(36|11
57(18|12|35(38 (13|23 |64
20159|33|10|15(40(62|21
39|116|22(61|160(19| 9 (34
31|56|46| 5| 4 |43(49|26
441 3 |125|50|55|32| 6 |45
1142|52|27|30|53|47| 8
54 (29| 7 |48(41| 2 |28]|51

Abb. 11.105: Symmetrisches bimagisches Quadrat der Ordnung 8 mit trimagischen Diagonalen (Chen - Li)

Variationen

Dieses Verfahren lasst sich auf vielfache Art und Weise variieren, so dass sich viele unterschiedliche bima-
gische Quadrate ergeben. Zunichst einmal kann man bei dem magischen Rechteck die Spalten beliebig
permutieren und auch die beiden Zeilen austauschen.

Auch das lateinische Ausgangsquadrat ldsst sich verandern. Chen und Li weisen nach, dass jedes idem-
potente selbst-orthogonale lateinische Quadrat (isols) geeignet ist. Bei der Ordnung 4 gibt es allerdings
nur zwei, ndmlich das bereits angegebene und das transponierte Quadrat. Allerdings gibt es bei dieser
Ordnung auch 30 weitere selbst-orthogonale lateinische Quadrate (sols), die fiir die Konstruktion geeig-
net sind. Eines davon ist in Abbildung 11.106 benutzt worden.
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3 149(42(28(29(47(56]| 6
45131| 8 [54|51| 1 26|44
32146 |53 |7 | 2 |52 (43|25
50( 4 |27)41(48|30| 5 |55
10|60|35(17|24|38|61 |15
4022 (13|63|58(12(19]|33
2113964141157 (34|20
5919 |18|36|37|23|16 |62

N |w |~ | o

Ol |lw|mMN

w | IN (O] =

a) mag. Rechteck b) sols ¢) bimagisches Quadrat

Abb. 11.106: Symmetrisches bimagisches Quadrat der Ordnung 8 mit trimagischen Diagonalen (Chen - Li)

11.1.10 De Winkel

Aale de Winkel erzeugt aus digitalen Gleichungen bimagische Quadrate achter Ordnung?3, wobei er wie
immer bei seinen Verfahren den Ursprung (0, 0) in die linke obere Ecke legt. Bei diesem Verfahren wird
jede Koordinate (s, z) in eine Bindrzahl mit drei Ziffern umgewandelt,

s=4-51+2-50+ 53
z=4-21+2-220+2z3

Fiir die Position (6, 1) ergibt sich beispielsweise die bindre Darstellung (110, 001) . Mit den Faktoren
(a1 a2 a3 a4 as ae) (b1 by b3 by bs be) (c1 ¢2 ¢3 ¢4 c5 C6)

werden dann die bindren Ziffern der in diese Zelle einzutragenden Zahl berechnet, wobei die drei Ergeb-
nisse modulo 2 betrachtet werden.

dy=ay-s1+ay-s2+az-s3+a4-z1+as-z22+ae- 23
dy=>b1-5s1+by-52+b3-53+Dbs-21+b5-220+be-z3
di=cr-s1+cy-s5+c3-s3+ca-21+c5-22+¢6-23

Aus diesen drei Ziffern wird dann mit
d=4-d3+2-dy+d;

die einzutragende Zahl d im Zehnersystem berechnet, die in die entsprechende Zelle des Hilfsquadrates
eingetragen wird. Mit den Koeffizienten

a; =0 a =0 az =1 as =1 as =0 ag =1
b1 =0 by =1 by =1 by =0 bs =0 bg =1
c1=1 =1 c3=0 cp=1 cs5=1 ce =1

23 de Winkel [582]
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ergibt sich fiir die Position (6, 1)

d3=0-1+0-1+1-04+1-0+0-14+1-1=1
d=0-1+41-141-040-04+0-14+41-1=2=0
di=1-141-140-04+1-04+1-14+1-1=3=1

Damit lautet die einzutragende Zahl
d=4-1+2-04+1=5

Insgesamt erhdlt man das Hilfsquadrat A aus Abbildung 11.107. Mit den gleichen Koeffizienten wird
auch das Hilfsquadrat B berechnet, so dass sich in diesem Spezialfall das gleiche Hilfsquadrat ergibt.

—_
—_

Wl NN OO R, | N[O | O
O|lN|[—,|lO|O NPl
| R N|O|lWw | B~ |IDN|OT| W
Nfo|lw|lPvN|IO|l |~ | &
lwlO|IN|RP[OOD)]O|IN]| O
R ool NPl | N
N|OoO|lo|l—mr|I[MNDNO|lw|P&| Y
Wl NV OO R, | N[O | O
O |lN|[—,|lO|O | NPl N
| R N|J|O|lWw | B~ |IDN|OT| W
Nfoo|lw|lPvN|IO|l |~ | &
~lwlOO NP [OO)]O|IN]| O
R ool NPl | N O
N|OoO|lo|l—,r [N O|lw|P&| Y

gl PPlWW IO N~ ]O

gl PPlWIO|I N[~ ]O

N o o o BAow N
N o o BAow N

a) Hilfsquadrat A b) Hilfsquadrat B

Abb. 11.107: Geordnete lateinische Hilfsquadrate

Das Hilfsquadrat B muss nun noch weiter verarbeitet werden. Zunichst wird eine Zeilen- und Spalten-
transformation durchgefiihrt, die durch die neue Reihenfolge

17 4 2 5 3 06

festgelegt ist. Zusatzlich muss das sich hieraus ergebende Quadrat noch an der Nebendiagonalen gespie-
gelt werden. Das sich hieraus ergebende verdanderte Hilfsquadrat B ist in Abbildung 11.108 dargestellt.

1 7 4 2 5 3 0 6
111(3|6(4(0]2|7|5 513741062
715(7(2(0]4]6]3]|1 3 115|162 |4]0
4131114162057 6|2 0|3|7(1]5
2|17 |5|0|2|6[4]|1]3 41016 1151317
5(4(6(3[1]|5|7]2]|0 04|26 11713
3({0(2(7(|5]|1|3|6]|4 216|01|4|7 511
0|6 |4(1(3|7]|5]|]0]2 7131|5126 4
6 (2057 |3|1]|4]|6 51117 (3|0|4]2
a) Zeilen- und Spaltentausch b) Spiegelung an der Nebendiagonalen

Abb. 11.108: Das veranderte Hilfsquadrat B

-819-



Abschliefsend werden diese beiden Hilfsquadrate nun noch mit der Gleichung

8-A+B+1

iiberlagert und es entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.109, das auch trimagische Diago-
nalen besitzt.

2 |54|28(48|13|57|23|35
601634 (22|55| 3 [45(25
15(59(21(33| 4 [56|26]|46
53| 1 |47|27|58|14|36|24
41129517 |38|18(|64|12
19(39(9 (61(32(44| 6 |50
40120162 (10|43 (31(49| 5
30428 |52|17(37|11|63

Abb. 11.109: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (de Winkel)

In einem zweiten Beispiel werden fiir die Hilfsquadrate andere Parameter gewahlt. Fiir das Hilfsquadrat
A gilt

a =0 a =0 az =1 as =1 as =0 ag =1
b1 =1 br=0 b3 =0 by =1 bs =1 bg =0
c1=1 =1 c3=0 cg=1 c5 = ce =1

und fiir das Hilfsquadrat B

ar =1 ay =1 a3y =1 as =0 as =1 ag =1
b1 =0 by=1 bz =1 by =0 bs =0 bg =1
c1=1 =1 c3=0 cg=1 cs5=1 ce =1

Damit ergeben sich die Hilfsquadrate aus Abbildung 11.110.

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
0|04 |1 |5(3|7]2]|6 0|06 |7 |1(5]|3]|2]|4
1151|4106 |2|7]|3 1171|062 |4]|5]|3
213(7]12|6|0]|4]|1(5 215(3|2|4(0[6]|7|1
3627 (3]|5|1]4]0 3(2(4(5(3|7|1]0]6
417136241051 4(1)17[(6|0(4]2(3]5
5126 (3|7]|1]|5|0]|4 516|017 ]|3[5]|4]2
6 (4(0(5(1|7|3|6]|2 6 (423 (5|1|7]6]|0
711(5(0(4]|2|6]|3]|7 713(5(4(2]6|0]1]|7

a) Hilfsquadrat A b) Hilfsquadrat B

Abb. 11.110: Geordnete lateinische Hilfsquadrate
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Bei diesen Parametern muss fiir das Hilfsquadrat B nur noch die Zeilen- und Spaltenpermutation

1 5372 6 04

durchgefiihrt werden, wéhrend die Spiegelung an der Nebendiagonalen entfallt. Uberlagert man die
beiden Hilfsquadrate A und B, entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.111.

—_

2 137|15(44|25|62 |24 |51
41|14({40| 3 |50(21 (63|28
2915820 (55| 6 (331148
54117|59|32|45|10|36| 7
60|31|53(18|35(8 (46| 9
19 (56 (30(57(12(47| 5 |34
39| 4 |42|13|64|27 (49|22
16|43 | 1 [38]|23|52|26|61

N w o

N|of MV wlo| b~ lO -
NfwIN|OO|O|l—, ]| O | P&~ ]| O
ol OB IN W|IN|[lO]|w

7
3
2
6
7
1
0
4
5

DN w NP, ]|ON
wIN|IoOo N, |O|l P01 oo
O]l Bl |lw MDD O|IN|O
PO, |lO|lO | N[O |IDN]| P>

S~ O o N

a) Spalten- und Zeilentransformation b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.111: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (de Winkel, Beispiel 2)

Insgesamt gibt Aale de Winkel auf seiner Webseite Parameter an, mit denen sich 80 unterschiedliche
bimagische Quadrate erzeugen lassen. Aus jedem dieser bimagischen Quadrate lassen sich dann durch
zusétzliche Spalten- und Zeilentranspositionen weitere bimagische Quadrate erzeugen.

11.1.11 De Winkel (Pandiagonale Quadrate)

Bei der Konstruktion von pandiagonalen bimagischen Quadraten der Ordnung 8 arbeitet Aale de Winkel
mit sechs bindren pandiagonalen Quadraten®*, bei denen jede Zeile, jeder Spalte und jede Diagonale vier
Einsen und vier Nullen enthalt.??

24 Dieser Begriff wurde von Dwane Campbell geirgt, der damit aber keine bimagischen Quadrate erzeugt: siche http://
magictesseract.com/

25 de Winkel [581]
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0jo0fojoOf1|1]1/(1 0Ojof1)1f1]1]0]0 0Oj1(0|j1f{0|1]|0{|1
111(1(1|]0(|0(|0]|O ojoj1(1|]1|11(0]0 110(1(0|1|0|1]0
ojojojoj1)111]1 1(1(0f(0(0f0f1]|1 110(1(0|1|0|1]0
1|]1(1(1]0(0]|0f0O 1]1{0(0]|O0O(0]1]|1 0Oj1(0|j1f{0|1]|0]|1
ojojof|oj1)111]1 ojoj1(1|]1|11(0]0 110(1(0|1(0|1]0
111(1(1|]0(0|0]O ojoj1(1|]1|11(0]0 0Oj1)1]0|1]0)1|0]1
0jo0fojoOf1|1]1/(1 1]1{0(0]|0O|0]1]|1 0Oj1(0|j1f{0|1]|0{|1
111(1(1|]0(|0|0]|O 1(1(0f(0f(0|0Of1]|1 110(1(0|1(0|1]0
a) Quadrat A b) Quadrat B ¢) Quadrat C
oj1)j1(0j0|1(1]0 1(0(1(0f0|1(f0]|1 111(0(0|1|1|0])O0
0Oj1(1j]0f0]|1]1]0 0j1(0j1f1]0]1]0 0Ojof1|]1f{0|0]1](1
1(0(0f1|1(0f0]|1 oj1)j0f1]110(1]0 111(0(0|1|1|0]|O0
1(0(0f1(1(0f0]|1 1(0(1f(0f0|1(f0]|1 0joj1|11]0)0|1]1
1]0(0(1|1(0]|0](1 1]0[1(0]|0|1]0](1 0Ojof1)1f{0|0]1](1
1]0(0(1|1(0]|0]|1 0Oj1(0j1f1]0]1]0 1]1(0(0j1|1]0f{0O
oj1)j1(0j0|1(1]0 oj1|jo0f1|]1|10(1]0 ojoj1|11]0)0|1]1
oj1)j1(0j0|1(1]0 1(0(1(0f(0f1([0]|1 111(0(0|1|1|0])O0
d) Quadrat D e) Quadrat E f) Quadrat F

Abb. 11.112: Bindre pandiagonale Quadrate

Er hat 108 Kombination dieser sechs Quadrate gefunden, mit denen sich pandiagonale magische Qua-
drate zusammensetzen lassen. Wahlt man beispielsweise die Kombination

A C B E D F

dann wird Quadrat A mit 32 multipliziert, C mit 16, B mit 8, E mit 4, D mit 2 und F mit 1. Die sich mit
diesen Multiplikationen ergebenden Quadrate sind in Abbildung 11.113 dargestellt.
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0]0[0]0(32(32]|32(32 0[0(8|8(8|8|0]0 0160 |16(0|16| 0 |16
3213232132 0|00 0 0j]0|8(8|8|8|0]|0 16/ 0]16|0|16|0|16]| 0
0]1]0)0|0]32|32|32|32 818|10(0|J0|0|8]|8 161 0]16|0|16|0|16]| 0
321321321321 0|0 (0|0 8/8(0|0(0|0|8]|8 0160 |16(0|16| 0 |16
0]1]0]|0|0]32|32|32|32 0)j]0|8(8|8|8(|0]|0 16/ 0]16|0|16|0|16]| 0
32132132132 0|00 0 0j]0|8(8|8|8(0]0 0116) 0 |16| 0 |16| O |16
0]0[0]0(32(32]|32(32 8/8(0|0(0|0|8]|8 0160 |16(0|16| 0 |16
3213232132 0|00 0 818|0(0|0|0|8]|8 16/ 0]16|0|16|0|16]| 0
a) Quadrat 32- A b) Quadrat 8- B ¢) Quadrat 16 - C
0|j2)12(0]j0|2(|2]|0 410)14(0|0|4(0]|4 111(0(0|1|1|0])O0
0j2(2|0f(0]2]2]|0 0|4(0|4(4]0]4]0 0Ojof1|]1f{0|0]1](1
210)10(|2]2)0(|0]2 o|j4)0(4)14)10(4]0 111(0(0|1|1|0]|O0
210)10(|2]2)0(|0]2 410)14(0|0|4(0]|4 0joj1|11]0)0|1]1
210(0)12(2|0]|]0]|2 410(4)0(0]|4]0]4 0Ojof1)1f{0|0]1](1
210(0)12(2|0]0|2 0|4(0|4(4]0]4]0 1]1(0(0j1|1]0f{0O
0|j2)12(0]j0|2(2]|0 0|14)0(4)4)10(4]0 ojoj1|11]0)0|1]1
0j12)12(0]0|2(2]0 410)14(0|10|4(0]|4 111(0(0|1|1|0])O0
d) Quadrat 2- D e) Quadrat 4 E f) Quadrat 1-F

Abb. 11.113: Multiplikation der bindren pandiagonalen Quadrate mit Zweierpotenzen

Addiert man diese Quadrate und erhoht die sich ergebenden Summen um 1, entspricht das der Rech-
nung

32.A+16-C+8-B+4-E+2-D+ F+1

und man erhilt man das pandiagonale bimagische Quadrat aus Abbildung 11.114.

6 |120|15(25|42|64|35|53
49139(60(46|29(11 (24| 2
2814|177 |56|34|61 43
4715713852 3 |21|10(32
23|11 |30(12)|5945|50 (40
36|54|41(63|16|26| 5 |19
9 (314 (22(37(51|48]|58
62|44(55(33|18| 8 (27|13

Abb. 11.114: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (de Winkel, Beispiel 1)

Ein zweites Beispiel soll dieses Vorgehen noch einmal verdeutlichen. Die Kombination
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F E D B A C

fiihrt zu der Rechnung

32.F+16-E4+8-D+4-B+2-A+C+1

und man erhilt man das pandiagonale bimagische Quadrat aus Abbildung 11.115.

49142(29| 6 |39(64 (11|20
4 |27148|55|22|13|58|33
46|53| 2 |25]|60|35(24 |15
31| 8|51(44)|9 |18(37(62
26| 1 |54(45]|16|23 (36|59
431527 32|61 (38(17 |10
5(30(41(50(19(12|63|40
56 (47 |28| 3 (3457|1421

Abb. 11.115: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =8 (de Winkel, Beispiel 2)

Ebenso wie das erste Beispiel enthilt das pandiagonale bimagische Quadrat trimagische Diagonalen.
Insgesamt fithrt Aale de Winkel auf seiner Webseite 108 Kombinationen der sechs Ausgangsquadrate
auf, mit denen sich pandiagonale bimagische Quadrate erzeugen lassen.

11.1.12 Lamb

Um pandiagonale bimagische Quadrate der Ordnung 8 zu erzeugen, geht Gil Lamb?® von einem ma-
gischen Rechteck aus

und fiillt zunédchst den linken oberen Quadranten eines Hilfsquadrates A. In die obere Zeile dieses Qua-
dranten werden die Zahlen aus der oberen Zeile des magischen Rechtecks eingetragen und darunter
diese Zahlen in umgekehrter Reihenfolge. Beide Zeilen werden dann in die beiden noch leeren Zeilen
darunter iibertragen, wobei die Zahlen in den einzelnen Zahlenpaaren vertauscht werden.

11674 11674 11674 11674
4 (7161 417161 417161

6|1|4]|7 6|1 (4|7

7141116

Abb. 11.116: Hilfsquadrat A: Fiillen des linken oberen Quadranten

26 Arbeitsblatt einer Tabellenkalkulation aus einer privaten Kommunikation

-824 -



Der vollstandig gefiillte Quadrant wird anschliefSend in den rechten oberen Quadranten kopiert. Danach
werden die Zahlen der beiden Quadranten in die untere Hilfte tibertragen, wobei alle Zahlen z durch
ihre zu n+1 = 9 komplementdre Zahlen 9 —z ersetzt werden. Als Ergebnis erhdlt man das Hilfsquadrat
A in Abbildung 11.117.

I e W I S )
o e e =)
[0 N e N N |
| N |~ | B
I e W I~
o e e =)
[0 I N e T N |
| N |~ | B
~N|([o| P&~ —
o e el e))
[l I~ e B N |
| N | = | B

N|lwloo|lo|N|lo| |~
g|lo|NMN|lw|s|~|N|o
Olo|lw |, ||~
wliNv[fo|lo|lo| N |~ ]| &
N(fwlo|w|vN|lo| |+~
clo|ldM|lw|ls|l~,r|N| o
o|lo|flw M|~ |l
w| I N|owlo|lao(N|—~|&

Abb. 11.117: Hilfsquadrat A

Das zweite Hilfsquadrat B wird etwas komplizierter gefiillt, wobei zunédchst wieder nur Zahlen in den
linken oberen Quadranten eingetragen werden. In die linke Spalte werden die Zahlen aus der unteren
Rechteckzeile eingetragen, wobei allerdings zuerst die rechte Zahlenpaar 2 und 5 und dann das linke
Zahlenpaar 8 und 3 tibertragen wird.

In die zweite Spalte werden die Zahlen aus der oberen Rechteckzeile eingetragen, die allerdings in beiden
Hilften paarweise vertauscht werden. so dass die einzutragenden Zahlen 6 und 1 sowie 4 und 7 lauten.
In die dritte Spalte werden die Zahlen aus der oberen Rechteckzeile in umgekehrter Reihenfolge 4, 7, 6
und 1 eingetragen, wahrend die Zahlen aus der unteren Rechteckzeile in normaler Reihenfolge in die
letzte Spalte eingetragen werden.

2 2|6 2|16 |4 2|16 (4|8
5 511 5117 511(7](3
8 8|4 81416 84|62
3 317 3171 317 (1|5

Abb. 11.118: Hilfsquadrat B: Fiillen des linken oberen Quadranten

Der vollstandig gefiillte Quadrant wird dann in den linken unteren Quadranten des Hilfsquadrates ko-
piert. AnschlieSend werden die Zahlen dieser beiden Quadranten in die rechte Hélfte des Hilfsquadrates
iibertragen, wobei wieder alle Zahlen z durch ihre Komplemente 9 — z ersetzt werden. Das vollstandig
gefiillte Hilfsquadrat B ist in Abbildung 11.119 dargestellt.
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Wenn man abschliefSend die beiden Hilfsquadrate A und B tiberlagert und fiir jede Zelle die Rechnung

Abb. 11.119: Hilfsquadrat B

8- (A—1)+B

durchfiihrt, entsteht das pandiagonale bimagische Quadrat mit trimagischen Diagonalen, das in Abbil-

dung 11.120 dargestellt ist.

Da dieses bimagische Quadrat weitere gebrochene Diagonalen aufweist, deren bimagische Summe eben-
falls 11180 betragt, konnen aus dem Quadrat der Abbildung 11.120 durch Zeilen- und Spaltenverschie-
bungen weitere pandiagonale bimagische Quadrate erzeugt werden. In Abbildung 11.121 sind zwei die-

ser Quadrate dargestellt.
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Abb. 11.121: Weitere pandiagonale bimagische Quadrat durch Zeilen-Spalten-Transformationen (Lamb)
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Weitere pandiagonale bimagische Quadrate lassen sich erzeugen, wenn man andere magische Rechtecke

wihlt. Mit dem Rechteck

ergeben sich beispielsweise die Hilfsquadrate A und B sowie das pandiagonale bimagische Quadrat aus

Abbildung 11.122.

5181325832 618124 (3|1]|7]5 38|64(18(12|35|57 (23|13
2138512385 715(3|1|2(4]|6]|8 1521(59(33|10(20|62 |40
815(2|3|8|5(|2](3 412(8|6|5|7|1(3 60(34]|16(22|61(39| 9 |19
312|5|8(3|2]|5]|8 1(3(5|7|8|6|4]|2 1711|3763 |24 |14|36|58
41116 |7(4(1|6]|7 618243175 30| 8 [42(52|27| 1 |47 |53
716|147 (6|14 715(3|1|2(4]|6]|8 55(45| 3 (25|50 (44| 6 |32
1(4(7|6|1|4]|7|6 41218|6(5(7|1]3 4 126|56|46| 5 31(49|43
6|7|4|1(6|7|4]1 1(3(5|7|8|6|4]|2 4151|297 |48|54|28| 2
a) Hilfsquadrat A b) Hilfsquadrat B ¢) bimagisches Quadrat
Abb. 11.122: Pandiagonales bimagisches Quadrat (Lamb)

11.1.13 Transformationen von bimagischen Quadraten

Man weifs schon lange, dass ein magisches Quadrat magisch bleibt, wenn man jede Zahl durch ihre
komplementire Zahl ersetzt. Diese Eigenschaft bleibt auch bei bimagischen Quadraten erhalten, so dass
man durch diese Transformation ein neues bimagisches Quadrat erzeugen kann.

1(8|46|43(53|52|26|31 64157(19|22|12|13(39|34
22119(57|64|34(39|13|12 431468 | 1 |31|26|52]|53
58133|121(14|20|11(63|40 7 132(44|51|45(54| 2 |25
1660|3523 9 (613818 49| 5 (30(42|56| 4 |27 |47
55129(28(50|48| 6 | 3 |41 1013637 |15(17|59(|62|24
27 |47 |56 4 [30|42|49]| 5 38|18| 9 [61(35(23|16|60
451542 |25| 7 |32|44]|51 20111(63|40|58|33(21|14
36|110(15(37|59(17|24|62 29|55(50(28| 6 (48|41 3
a) bimagisches Quadrat b) komplementires Quadrat

Abb. 11.123: Komplementares bimagisches Quadrat

Betrachtet man die beiden Quadrate, fallt auf, dass alle Zahlen der markierten Zeile in Abbildung 11.124a
wieder in einer Zeile des komplementiren Quadrates liegen. In diesem Beispiel gilt das nicht nur fiir die
markierte Zeile, sondern fiir alle acht Zeilen.
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Diese Eigenschaft trifft in diesem Beispiel aber fiir keine einzige Spalte zu. Wie in Abbildung 11.124b
erkennen ist, liegen die Zahlen dieser Spalte sehr verstreut im komplementédren Quadrat.

1(8]46|43|53|52|26|31 64157(19(22|12|13|39|34
22119(5764)134(39|13|12 43146 8 | 1 |31(26|52]|53
58 (33|21|14|20| 11|63 |40 7 |32|44|51|45|54| 2 |25
16 [60|35(23| 9 (613818 49| 5 (30(42|56| 4 |27 |47
55129(28|50|48| 6 | 3 |41 10(36|37|15]|17 (59|62 |24
27 |47 |56 4 (30|42|49]| 5 38(18| 9 [61[35]|23|16|60
451542 |25| 7 |32]44]|51 2011|163 (40(58(33|21]|14
36(10(15(37 (59|17 |24|62 29|55(50(28| 6 |48|41]| 3
a) bimagiches Ausgangsquadrat b) komplementires Quadrat

Abb. 11.124: Transformation einer Zeile und einer Spalte

Bei einigen speziellen bimagischen Quadraten bleiben die Zahlen der Zeilen und Spalten des Ausgangs-
quadrates im komplementédren Quadrat erhalten, auch wenn sie dort eine andere relative Reihenfolge
aufweisen.

Rilly nennt diese Eigenschaft autokomplementir, da man dieses Quadrat durch Vertauschen von Zeilen
und Spalten wieder in das Ausgangsquadrat zuriick verwandeln kann.?’

1|7161|38|40(32(46 (35 64|58| 4 (2725331930
37123(26(10(62|45|51| 6 28142139 (55| 3 |20|14|59
13(11)|36(63|18(22|41(56 52 (54 (29| 2 |47)43|24]| 9
54(52(47(43129| 2|9 |24 11{13|18(22|36(63|56 |41
3444150 5 (53|17| 8 |49 31(21|15(60(12)|48|57|16
21|31(12(48|15|60|16|57 4434153 (17(50| 5 (49| 8
58(64(25(33| 4 |27|30]|19 7 111]40(32|61|38|35]|46
42 128| 3 [20(39(|55(|59]|14 23|37(62(45|126|10| 6 |51
a) bimagiches Ausgangsquadrat b) autokomplementires Quadrat

Abb. 11.125: Autokomplementéres bimagisches Quadrat

Spezielle Transformationen

Weitere Transformationen sind mit speziellen bimagischen Quadraten der Ordnung n = 8 moglich,
wenn die fiir die Zeilen, Spalten und Diagonalen benutzten bimagischen Reihen eine bestimmte Eigen-
schaft erfiillen. Es ist bekannt, dass alle 38 039 bimagischen Reihen dieser Ordnung aus jeweils vier gera-
den und ungeraden Zahlen bestehen miissen.

Bei den vier geraden Zahlen treten als Summen immer Vielfache von vier zwischen 60 und 200 auf. Ergibt
die Summe der geraden Zahlen in allen 18 bimagischen Reihen den Wert 132, sind weitere Transformatio-
nen von bimagischen Quadraten moglich. Daher bezeichnet man diese bimagischen Quadrate manchmal
auch als Gruppe 132.

27 Rilly [476] S. 43 44
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Dass diese Eigenschaft etwas besonderes ist, sieht man an den beiden Beispielen in Abbildung 11.126.
Im linken Beispiel besitzen zwar die geraden Zahlen in den Zeilen und Spalten die Summe 132, aber
die beiden Diagonalen weichen mit den Summen 68 bzw. 196 hiervon ab. Im rechten Beispiel besitzen
dagegen alle geraden Zahlen in den Zeilen, Summen und Diagonalen die Summe 132, allerdings sind
nur vier dieser Reihen in der Abbildung markiert.

50( 9 (23(48|59| 4 |30]37 9 |53| 8 (60(47(19(34|30
19144154|13(26(33|63| 8 7 159|10(54(33(29(48]|20
64| 7 [25(34|53(14|20|43 44124 (3725|114 (50| 3 |63
29138(60| 3 |24|147(49]|10 38126(43|23| 4 [64]13|49
6 |61(35]|28]|15(|56(42 |17 18|46 (31|35|56(12|57| 5
39|132(2 |57|46|21|11|52 32136(17 45|58 6 [55]11
1251|4522 1 (584031 51(15(62| 2 |21|41|28]|40
41118|16(55(36|27| 5 |62 61| 1 (52(16(27|39|22]|42
a) Summen 68, 132 und 196 b) alle Summen betragen 132

Abb. 11.126: Summen der geraden Zahlen in den Zeilen, Spalten und Diagonalen

Fiir die bimagischen Quadrate der Gruppe 132 sind weitere sechs zusétzliche Transformationen mog-
lich, die jeweils ein neues bimagisches Quadrat erzeugen.?® Alle Transformationen unterscheiden dabei
gerade und ungerade Zahlen, die getrennt voneinander behandelt werden.

1. Ersetze die ungeraden Zahlen durch ihre zu 64 komplementadre Zahl und lasse die geraden Zahlen

unverandert.
1|81(53|31|26(52|43|46 63| 8 |11]|33|26|52|21 |46
15|10|61(33(40|60(19]22 49 (10| 3 |31(40|60|45 |22
38(21(32| 4 (5147|589 38(43(32| 4 [13|17|58(55
20(35(42|54| 5 |25]|16 |63 20(29|42|54(59(39|16( 1
3045|3412 (59|17 |56 7 30(19(34 (12| 5 [47|56|57
44127 (24162|13|139| 2 |49 44137 (24(62|51|125| 2 |15
55|50 3 (41]48| 6 (29|28 9 150(61(23]|48| 6 [35]|28
57164(11|23|18(14|37 |36 7 |64]|53(41(18|14 (27|36

a) Ausgangsquadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.127: Transformation 1

Die entstehenden bimagischen Quadrate sind immer vom Ausgangsquadrat verschieden und kon-
nen durch keinerlei Vertauschungen wieder auf dieses zurtick transformiert werden.

2B Rilly [476] S. 44-48
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2. Ersetze die geraden Zahlen durch ihre zu 66 komplementire Zahl und lasse die ungeraden Zahlen
unverdndert.

2 | 7 |54(32|25|51|44]|45 64| 7 [12(34|25|51|22]|45
1619 162|34(39(59(20|21 5019 (4 (32|139]|59|46|21
37(22|31| 3 [52)|48|57|10 37(44131| 3 (141857 |56
19(36|41(53| 6 (26|15 (64 19(30|41(53|60(40|15( 2
29(46(33(11(60|18(55| 8 292033 (11| 6 |48|55|58
43128(23(61(14(40| 1 |50 4313823 |61(52|26( 1 |16
56 (49| 4 (42|47 | 5 |30|27 10149162 |24 (47| 5 (36|27
58 (63 (12(24]17|13|38]35 8 |163|54142(17(13(28(35
a) Ausgangsquadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.128: Transformation 2

Auch bei dieser Transformation sind die entstehenden Quadrate vom Ausgangsquadrat verschie-
den.

3. Ersetze die geraden Zahlen durch ihre zu 66 komplementire und die ungeraden Zahlen durch ihre
zu 64 komplementére Zahl.

3157(34(28|14|47|56|21 61| 7 [32(38|52]|17]|10]|43
41112(19(50(63| 53040 23|54 (45(16| 1 | 593626
4813122 |55(58| 4 [27]33 18(51|44( 9| 8 [62]37 |31
6 [64]39(29|11(42]49(20 60| 2 |25(35(53|24(15]|46
52123|16|43(37|25| 2 |62 14(41]|50(21|27 (39|64 | 4
3135|608 [17|54]|45]|10 33(29| 6 [58(47]|12(19|56
26|38(61| 1 |24]|51|44]|15 40128 3 [63|42]|13|22|49
53 (18| 9 (46]36(32| 7 |59 111485520 (30(34|57| 5
a) Ausgangsquadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.129: Transformation 3

Bei dieser Transformation konnen die beiden Quadrate wie in Abbildung 11.129 verschieden oder
wie in Abbildung 11.130 gleich sein. Dann kann man die Zeilen und Spalten so vertauschen, dass
wieder das Ausgangsquadrat entsteht.
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Abb. 11.130:

61

6212113433 (23|24

43

4917 29|56 |46 (28| 2

50

44130| 8 | 45|55 1 |27

40

39(17(1859|60( 1413

32

31(41(42)| 3 | 4 [54|53

10

20|38 (64]|21|15(57 |35

19

9 163|37(16]22|36 |58

6 |52 (51|26(25(47 (48

b) transformiertes Quadrat

Transformation 3 (gleiche Quadrate)

4. Ersetze die geraden Zahlen durch ihre zu 65 komplementire Zahl und erh6he die ungeraden Zah-

len um 1.
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61

4 (54(11(32(33|23|42

43

4917 129]|10|20 (38|64

16

22|36(58|45|55( 1 |27

26

39|17 (48|59| 6 5213

34

31(41(24| 3 |62|12 |53

56

46 (28| 2 |21|15(57 |35

19

9 163(37|50(44(30| 8

5

60|14|51|40|25(47 (18

b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.131: Transformation 4

Auch bei dieser Transformation kénnen unterschiedliche oder gleiche bimagische Quadrate entste-

hen.

26

54

48

41

51

31

46

15

35

2

21

56

28

57

32

61

17

52

11

42

6

39

50

8

44

30

55

1

45

27

37

19

63

9

36

22

58

16

25

60

24

53

14

47

3

34

38

10

43

64

29

49

20

59

33

13

23

18

12

40

62

a) Ausgangsquadrat

61

39|11|1742|52|32| 6

19

16 (36 (63|22 | 9 (3758

33

62|18 (13]12|23 (59|40

15

57121(35|56| 2 |46|28

38

20(64(10|129|43( 7 (49

26

5 141(54|51(48| 4 |31

8

27155144 1 |30(50(45

60

3414|2447 |53 (25| 3

b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.132: Transformation 4 (gleiche Quadrate)

5. Ersetze die ungeraden Zahlen durch ihre zu 65 komplementédre Zahl und vermindere die geraden
Zahlen um 1.
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5120|55(62|34|43|16|25 60|19|10(61(33(22]|15|40
27 |14(36(41|53|64|18]| 7 38|13|35(24|12|63|17|58
35(54 |17 (28| 8 |13(42|63 30(53148(27| 7 |52|41| 2
10(31|45(40|60(49| 3 (22 9 (34]20(39(59(16|62 |21
24| 1 [58(51|47|38|29]|12 236457 (1418373611
61(44| 6 [15(19|26|56|33 4 1435 |50(46(25(55(32
50(39(32(21| 9| 4 |59]|46 49126(31(44|56| 3 | 6 |45
48 157 11| 2 (30|23|37|52 471 8 |54 1 (2942|2851
a) Ausgangsquadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.133: Transformation 5

In Abbildung 11.134 ist wieder ein Beispiel angegeben, wo das transformierte Quadrat wieder in
das Ausgangsquadrat iiberfiihrt werden kann.

514 |46(5739|32|50]|27 60| 3 |45( 8 (2631|4938
36| 9 [53(14(64|43|23|18 35|56(12(13|63|22|42|17
54151 (24147 (29|10 1 |44 53114(23|18(36| 9 (64|43
19(58|15(28| 6 [61]40(33 46 |57 |50 (27 5| 4 [39]32
63|22 |35(56 (42|17 |12|13 2 |21|30(55(41|48|11|52
26 (31|60 3 (49|38(45| 8 25(34159(62|16|37|20| 7
16137 |25(34(20| 7 | 59|62 15128140(33(19(58( 6 |61
41148| 2 (2111523055 24 1471 1 [44|54|51|29]|10
a) Ausgangsquadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.134: Transformation 5 (gleiche Quadrate)

6. Erhohe die ungeraden Zahlen um 1 und vermindere die geraden Zahlen um 1.

6 |42|52(32(47|25| 3 |53 5141|51(31(48(26| 4 |54
41129| 7 [51|38|12|18|64 42 130 8 (52|37 |11|17|63
15(59|33(21| 4 |46|56 (26 16 (60|34 (22| 3 [45|55(25
3616|122 (589 |63(37]|19 35(15(21(57(10|64|38]|20
17 (39|61 (11|60 (24|14 (34 184062 (1259231333
2854148 2 2335|5713 27 153|471 (241365814
62(20(10(40149] 5 |31|43 61(19(9 (39|50 6 |32|44
55( 1 (27 (45]|30|50|44| 8 56| 2 (28(46]29|49|43| 7
a) Ausgangsquadrat b) transformiertes Quadrat

Abb. 11.135: Transformation 6

Bei dieser Transformation existieren einige Quadrate, bei denen man aus dem transformierten Qua-
drat durch das Vertauschen von Zeilen und Spalten wieder das Ausgangsquadrat erhilt.
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Abb. 11.136:

Transformation 6 (gleiche Quadrate)
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b) transformiertes Quadrat

11.1.14 Normieren von bimagischen Quadraten

Walter Trump und Francis Gaspalou haben im April 2014 alle bimagischen Quadrate der Ordnung n = 8
bestimmt.? Um die erhaltenen Quadrate vergleichen und unterscheiden zu konnen, haben sie diese

Quadrate besonders normiert.3

Zu Beginn des Prozesses sucht man die kleinste Zahl auf den beiden Diagonalen und verschiebt diese
Zahl in die linke obere Ecke, indem man die zugehorigen Zeilen und Spalten austauscht. Befindet sich die
Zahl allerdings schon in einer der Ecken, reicht eine einfache Spiegelung oder Drehung aus. In diesem
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Abb. 11.137: Bimagisches Ausgangsquadrat

29 siehe Kapitel 11.1.15

30 Gaspalou [156]
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Beispiel wird die Zahl 4 in die linke obere Ecke platziert.

32138| 3 [10|57 (5221 |47 4 (58(22|31(48|37]| 9 |51
7 161(28(17(34(43|14]|56 2733|138 |55(62 (18|44
53|15(42|35|20(25|64| 6 64| 6 (42|35|20(25|53|15
36(26(63|54| 5 [16(41|19 41119(63 (54| 5 [16|36|26
46|24 (49(60|11| 2 (39|29 39(29(49(60|11| 2 (46|24
59( 1 |40|45(30|23|50]|12 50(12|40|45|30|23|59| 1
9 |5122(31|48|37| 4 |58 21|47 3 |10|57 (523238
18 (44|13 | 8 [55(62|27 |33 1456 (28 (17|34 (43| 7 |61

Abb. 11.138: Verschieben der kleinsten Zahl der Diagonalen in die linke obere Ecke

Fiir die weiteren Schritte werden die Zellen der Nebendiagonalen von links oben nach rechts unten der
Reihe nach mit Al, B2, C3, D4, E5, F6, G7 und H8 bezeichnet. Da die Zahlen auf Diagonalen von der linken
oberen Ecke ausgehend grofier werden sollen, wird zunéchst die Zahl in Zelle B2 mit der Zahl in G7
verglichen. Die kleinere Zahl soll sich in Zelle B2 befinden, so dass wie in diesem Fall die zugehorigen
Zeilen und Spalten vertauscht werden miissen.

Al 419 122|31(48|37|58|51
B2 21|32 3 |10|57 (52|47 |38
C3 64 (53|42135(20(25| 6 |15
D4 4113663 (54| 5 |16[19(26
E5 39146149 (60| 11| 2 (2924
Fb 50159140|45|30|23|12| 1
G7 27|18 (13| 8 |55(62 (33|44
H8 14| 7 |28(17|34|43|56(61

Abb. 11.139: Austausch der Zahlen in den Zellen B2 und G7

Im néichsten Schritt werden die Zahlen in den Zellen C3 und F6 verglichen. Auch hier muss sich die
kleinere Zahl in C3 befinden.

Ebenso wird mit den Zahlen in den Zellen D4 und E5 verfahren. Auch hier muss die kleinere Zahl bei
Bedarf durch Vertauschen von Zeilen und Spalten in die Zelle D4 verschoben werden.
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419 137|31|48|22|58]|51 419 1(37|48(31|22|58]|51
21132521057 3 (4738 2113252 (57|10 3 (4738
50(59(23(45|30(40(12]| 1 50(59(23|30(45(40|12]| 1
41136(16 (54| 5 [63|19|26 39(46( 2 [11]|60(49(29|24
39(46( 2 (60]11(49(29|24 4136(16| 5 |54 (63 (19|26
64|53(25(35|20(42| 6 |15 64 (53|25|20(35|42| 6 |15
2711862 8 | 55|13 (33|44 2711862 (55| 8 |13 (33|44
147 (43(17|34(28(56|61 147 (43(34(17(28|56|61

Abb. 11.140: Anordnung der Zahlen in den Zellen C3 und F6 sowie D4 und E5

Mit diesen Schritten befinden sich die vier kleineren Zahlen in der oberen und die vier grofSeren Zahlen in
der unteren Hilfte der Diagonalen. Da die oberen vier Zahlen der Diagonale aufsteigend vorliegen sollen,
miissen jetzt noch die Zahlen der Zellen B2, C3 und D4 in diese Reihenfolge gebracht werden. In diesem
Beispiel miissen die Zahlen 32 und 11 in den Zellen B2 und D4 vertauscht werden. Ein Zeilentausch der
zugehorigen zwei Zeilen und zwei Spalten reicht hier aber nicht aus, da dadurch die zweite Diagonale
zerstort werden wiirde. Daher miissen auch die symmetrisch liegenden Zeilen und Spalten zusétzlich
vertauscht werden.

4 (48(37]9 [31|22|58]|51 4 (48(37|9 |58|22]31]|51
39|11 2 (466049 (29|24 39|11| 2 (461294960 (24
50(30(23|59(45(40|12]| 1 50(30|23|59|12]|40|45| 1
21|57 (52|32|10( 3 |47|38 21|57 (52 |32|47( 3 |10 38
41| 5 (1636|5463 (19|26 27 |55(62(18|33(13| 8 |44
64 (20|25|53(35(42| 6 |15 64 (2025|153 6 |42|35]|15
27155162 (18| 8 |13 (33|44 41| 5 (16(36|19(63 (54|26
1434 (437 |17(28|56|61 1434 (43| 7 [56(28(17|61

Abb. 11.141: Die linke obere Hilfte der Diagonalen in aufsteigender Reihenfolge

Jetzt kann es aber noch passieren, dass die Zahl in Zelle D4 wieder grofier als die Zahl in Zelle E5 ist.
Dann miissten die zugehorigen Zeilen und Spalten vertauscht werden. In diesem Beispiel gilt aber bereits
32 < 33, so dass dieser Schritt hier nicht notwendig ist.

In einem letzten Schritt wird das Quadrat noch so transformiert, dass die Zahl in der rechten oberen
Ecke kleiner als die Zahl in der linken unteren Ecke ist. In diesem Beispiel ist die Zahl in der rechten
oberen Ecke mit 51 > 14 allerdings grofier, so dass das Quadrat noch an der Nebendiagonalen gespiegelt
werden muss.
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3950|2127 |64 (41|14
48 30|57|55|20| 5 |34
37| 2 52162|25]|16|43
9 14659 18|53|36( 7
58 (29|12 |47 6 11956
22(49(40| 3 |13 63 (28
31|160|45(10| 8 |35 17
51124| 1 |38|44|15|26

Abb. 11.142: Normiertes bimagisches Quadrat

Aus diesem normierten bimagischen Quadrat konnen durch Zeilen- und Spaltentransformationen wie
in Abbildung 11.143 insgesamt 192 unterschiedliche bimagische Quadrate erzeugt werden. Durch Spie-
gelungen und Drehungen erhoht sich diese Zahl dann auf 192 -8 = 1536.

4 (41(50(21(27|64|39]|14 4 141164|21|27|50|39(14
31|54|45(10| 8 [35(60|17 31|54|35(10| 8 [45(60|17
37|16(23 (52|62 (25| 2 |43 22|63(42| 3 |13(40(|49|28
9136(59(32|18|53(46]| 7 9 136(53(32|18|59(46| 7
5819|1247 (33| 6 |29]|56 5819 6 |47]33|12|29 |56
22|63(40| 3 |13(42(49|28 37116255262 (23| 2 |43
48| 5 [30(57|55(20 (11|34 48| 5 [20(57|55(30 (11|34
51126 1 |38|44|15|24 |61 51126153844 1 |24 |61

Abb. 11.143: Transformierte bimagische Quadrate

Diese Methode zur Normierung von bimagischen Quadraten der Ordnung n = 8 ist eine spezielle Form
der allgemeineren LDR-Darstellung®!, mit der Quadrate beliebiger Ordnung normiert werden.

11.1.15 Anzahl bimagischer Quadrate

Im April 2014 haben Walter Trump und Francis Gaspalou alle bimagischen Quadrate der Ordnung n = 8
bestimmt.3? Sie fanden 136 244 bimagische Quadrate in einer normierten Form.33

Aus jedem dieser Quadrate lassen sich durch Zeilen-Spalten-Transformationen insgesamt 8!! = 384
Quadrate erzeugen. Jedoch lassen sich jeweils zwei von ihnen durch Spiegelungen oder Drehungen in-
einander tiberfithren. Somit lassen sich aus einem Quadrat der normierten Form insgesamt 192 unter-
schiedliche Quadrate erzeugen.3*

Damit belduft sich die Anzahl unterschiedlicher bimagischer Quadrate der Ordnung » = 8 auf

192136244 = 26 158 848

31 siehe Kapitel 18.6

32 Trump [554]

33 siehe Kapitel 11.1.14
34 Trump [557]
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unterschiedliche bimagische Quadrate.

Da auf der Webseite von Walter Trump viele weitere Untersuchungen zu diesen Quadraten dokumen-
tiert sind, sollen hier nur einige besonders interessante Quadrate vorgestellt werden. Alle aufgefiihrten
Anzahlen beziehen sich dabei auf die normierten Quadrate.

Es existieren 841 symmetrische bimagische Quadrate, von denen 20 diagonale Euler-Quadrate sind.

1]120(16]61|53|40(37]32 2 [23]|57(48|52(37|11(30
2618|4362 (51|41| 6 |13 25(16|34 (55|43 (62|20 5
42 (5012131487 |56 5 46 (59|21 4 [32] 9 |39|50
35|57 1027|129 2 |46 |54 5336|1427 | 7 | 18|64 |41
11(19(63(36(38(55| 8 |30 2411 |47 |58|38|51(29(12
60| 9 |58(|17|34|44|15(23 15(26 (56 (33 (61({44| 6 |19
52159(24 |14 3 |22(47|39 60 (45| 3 [22]10|31|49|40
33(28|25(12| 4 |49|45|64 35(54128(13(17| 8 [42]|63
a) symmetrisch b) symmetrisches diag. Euler-Quadrat
Abb. 11.144: Symmetrische bimagische Quadrate

836 bimagische Quadrate der normierten Form sind pandiagonal. Unter ihnen befinden sich wiederum

20 diagonale Euler-Quadrate.

3136|22(39(48|61(42| 9 4126(43|49|38|64|13|23
52(21| 6 |24(27|49|18]|63 21|15(62 (40|51 (41 (28] 2
46 |55(40| 7 |53(34| 5|20 58 (36|17 |11(32| 6 | 55|45
35|33(51(50| 8 |1 (54|28 471538 (30| 9 [19(34]|60
17| 4 |23 (5662|2943 |26 27| 1 (52|42|61({39(22]|16
38|16 (47| 2 |13(44|59|41 1412437 (63|44|50| 3 |25
12131|60(45|19|10(25|58 33159|10(20| 7 (294854
57164(11|37|30(32|14|15 56|46 (31| 5 |18|12|57 |35
a) pandiagonal b) pandiagonales diag. Euler-Quadrat
Abb. 11.145: Pandiagonale bimagische Quadrate

Insgesamt existieren 923 bimagische Euler-Quadrate und 472 bimagische diagonale Euler-Quadrate.
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5154(35|16|20(63|42|25 6 133(56|19|61|26(15]|44
62|13 | 8 |43|55|28(17 |34 45110(31(60|22(49|40]| 3
27144(18(61|33(14|56| 7 2352|372 |48|11|30]|57
36(19|53(26| 6 [41|15|64 64|27 |14(41| 7 |36|53|18
10|57 (3152|148 3 |37]|22 12|47 (5829|51(24| 1 |38
4912 |60(23(11|40|30]|45 351 8 (17 |54|28|63|42]|13
24139(46| 1 |29|50|59]|12 25162 (43|16|34| 5 |20|55
471329 |38|58(|21| 4 |51 50|21 4 (39| 9 |46(59]|32
a) normales Euler-Quadrat b) diagonales Euler-Quadrat

Abb. 11.146: Bimagische Euler-Quadrate

34 der bimagischen Quadrate besitzen ein eingebettetes magisches Quadrat der Ordnung 4 und 108 wei-
tere bimagische Quadrate besitzen sogar zwei eingebettete magische Quadrate mit unterschiedlichen
magischen Summen. Die magischen Summen der eingebetteten Quadrate in Abbildung 11.147 lauten
162 bzw. 98.

4 137(42|15|22|51|64|25
43|14| 1 (40(61)|28|23|50

58(31(20(53|48( 9 | 6 |35 58 (312053 4819 | 6 |35
1715659 (30| 7 |34 (45|12 17156 |59 (30 7 134|45]12
55118 (29 (60|33 | 8 [11|46 55(18 (29|60 33( 8 (11|46
32|57 (54|19|10(47|36| 5 32 (57 (54|19 1014736 5

1344 (39| 2 [27(62|49]|24
38| 3 |16(41|52|21 (26|63

Abb. 11.147: Bimagisches Quadrat mit eingebetteten Quadraten

Bei dem bimagischen Quadrat in Abbildung 11.148 sind zwei magische Quadrate mit den Summen 134
bzw. 126 eingebettet.

3163(13(49|38|26(44|24
521662 2 (2141|2739

3213618 (46|57 | 5 (55|11 12 (56 (35|31 1349|3826
47119133(29|10(|54| 8 |60 59| 7 |20|48 62| 2 |21|41
6 |58(12(56(35(31(45|17 23(43|64| 4 18146 |57 5
5319 |59|7 |20]|48|30|34 40|28 (15|51 33(29(10|54

25|37 (23 (43|64 | 4 [50|14
42122 (40|28|15(51| 1 |61

Abb. 11.148: Bimagisches Quadrat mit eingebetteten Quadraten
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Addiert man die Zahlen in den vier Quadranten, ergibt sich bei 12725 Quadraten jeweils die gleiche
Summe 520. Bei 2638 dieser Quadrate stimmen auch die quadrierten Zahlen in den Quadranten jeweils
tiberein. Dabei ergibt sich immer die Summe 22 360.

7 |40(53(38(50(49| 4 |19 8 [28(45(36(53| 9 |61]|20
45120(10(32| 5 (46 (63|39 401133063 1 |46 (2443
58|56 (23| 1 |21(27|26|48 56|55 (17 (23|18 (12|57 |22
6 |37|35(57|18| 8 |47 |52 48| 5 (34(33|59(15(14|52
25(29(14|24|62(36| 9 |61 49126 (62 (41|42(27| 6 | 7
34| 3 [64|54]31(33(28]|13 3138(|19(10|39|60 44|47
55|15 (44 |11|22(59 (42|12 35|64 (2 |50(32(37|29]|11
3016017 (43|51 2 (41|16 21|31|51| 4 |16|54 (25|58

Abb. 11.149: Quadrate mit gleichen Summen und quadrierten Summen in den Quadranten
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11.2 Ordnungn=9

11.2.1 Coccoz

Coccoz verwendet fiir sein Verfahren zur Konstruktion bimagischer Quadrate der Ordnung n =9 zwei
Hilfsquadrate als Generatoren.®® Dies sind zwei Quadrate, bei denen die Summe der Zahlen in den Spal-
ten die magische Summe 369 und die quadrierten Zahlen die bimagische Summe 20 049 ergeben. Um sol-
che Generatoren zu erzeugen, beginnt er mit einem Quadrat in natiirlicher Anordnung. Das Zielquadrat
teilt er in Blocke der Grofie 3 x 3 auf und tibertragt die Zahlen aus der oberen Zeile des Ausgangsquadra-
tes so in die linke obere Ecke, dass sie ein magisches Quadrat der Ordnung 3 ergeben.

Die Zahlen der zweiten Zeile werden in den rechts daneben liegenden Block eingetragen, wobei sie in
der gleichen relativen Anordnung zueinander platziert werden. Damit sind die Zahlen des ersten Blockes
jeweils um 9 erhoht worden. Danach wird der Block in der rechten oberen Ecke des Zielquadrates ent-
sprechend mit den Zahlen der dritten Zeile des Ausgangsquadrates in natiirlicher Anordnung gefiillt.

1(2)3|4(5|6]|7|8|9 219 |4(11(18]|13|20(27|22
10|11|12(13|14|15|16(17|18 715(3|16]|14|12(25|23]|21
19120|21(22(23|24|25|26|27 611|8([15(10|17|24[19|26

281291303132 (33(34(35(36
37138|39|40 |41 (42 (43 (4445
46|47 |48 |49 (50|51 (52|53 |54
55|56|57|58|59(60(61 (62|63
6465|6667 |68(69(70(71(72
73(74(75|76|77 (7879|8081

Abb. 11.150: Generator: Fiillen der oberen drei Blocke

Ebenso verfahrt man mit den restlichen sechs Zeilen des Ausgangsquadrates, die in die noch verblei-
benden sechs Blocke tibertragen werden. Dabei bleibt die relative Anordnung der Zahlen zueinander
bestehen, jedoch wird die Reihenfolge der Spalten gedndert. Bezeichnet man die drei Spalten des linken
oberen Blocks von links mit 1, 2 und 3, werden die Spalten in den mittleren drei Blocken in der Reihen-
folge 3,1 und 2 eingetragen. Bei den unteren drei Blocken dndert sich die Reihenfolge noch einmal, denn
sie werden in der Reihenfolge 2, 3 und 1 eingetragen, wie es in Abbildung 11.151 zu erkennen ist

35 Coccoz [103]
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Block 1 Block 2 Block 3 Block 1 Block 2 Block 3

219 |4(11)18|13|20(27|22 219 |4/(11)18|13|20(27|22
715|3([16])14|12(25|23|21 715|3([16])14|12(25|23]|21

1 2 3 6|11|8([15|10|17(24|19]|26 6|11|8([15|10|17(24|19]|26
2194 3631|129 (45|40 (3854 (49|47 36|31|29(45)|40(38(54 (49|47
715](3 32130|34(41|39(43(50(48|52 32130|34(41|39(43(50(48|52
6118 28135|33|37|44 (42 (46|53 |51 283533374442 (46(53|51
58|56 (63|67 |65(72|76|74|81

5761(59|66|70(68|75|79|77

62|60(55|71|69(64|80|78|73

a) Reihenfolge 312 b) Reihenfolge231
Abb. 11.151: Verédnderte Reihenfolge der Spalten in den unteren Blocken
Schreibt man die drei benutzten Anordnungen der Spalten untereinander, erkennt man das benutzte

Schema. In jeder Zeile und jeder Spalte der Tabelle ist jede der Kennziffern 1 bis 3 genau einmal vertre-
ten.

2
3 1 2
2 3 1

Im zweiten Schritt werden die Zeilen der oberen drei Blocke verschoben. Die mittlere Zeile jeden Blocks
wandert zyklisch gesehen einen Block weiter nach rechts, die unteren Zeilen dagegen um zwei Blocke.
Fiihrt man diese Verschiebung der Zeilen in allen Blécken durch, entsteht der erste Generator aus Abbil-
dung 11.152.

219]4|11(18|13|20(27 |22 219|4(11(18]|13|20(27|22
25(23(21|7 |5(3|16]|14|12 25(23|21|7 |53 |16|14|12
1511017 (2419|266 | 1| 8 15110|17(24|19|26|6 (1| 8

36(31|29|45|40 (3854 (49|47
50|48|52|32|30(34(41(39(43
37444214653 |51 (28(35(33
58|56|63|67|65(72(76(74 |81
7579|7757 |61|59(66|70(68
71(69|64)|80|78(73|62|60|55

a) Verschieben der Zeilen b) vollstindiger Generator

Abb. 11.152: Generator 1

Der so konstruierte Generator zeichnet sich dadurch aus, dass die Summe aller Zahlen in den Spalten
die magische Summe 369 und deren Quadrate die bimagische Summe 20049 ergibt. Weiterhin besitzen
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die drei Zahlen in den Spalten aller neun Blocke {ibereinstimmende Summen. In den oberen drei Blocken
betrédgt die Summe jeweils 42, in den mittleren Blocken 123 und in den unteren immer 204.

Ein zweiter Generator lasst sich leicht finden, indem man wie in Abbildung 11.153 Anderungen bei der

Konstruktion vornimmt:

e Die Spalten der unteren sechs Blocke werden in umgekehrter Reihenfolge zum ersten Generator ge-
fullt. Also die mittleren drei Blocke in der Reihenfolge 2, 3 und 1 und die unteren in der Reihenfolge
3,1und 2.

e Die waagrechten Zeilen der neun Blocke werden nicht nach rechts, sondern nach links verschoben.

219 (4|11|18(13|20]|27 |22 219(41]11|118(13|20(27 |22
715 (3|16]|14|12|25|23|21 16|14(12125(23|21|7 |5 | 3
6|18 |15|10(17|24]|19(26 24119(26| 6 | 1|8 |15(10(17
31129(36|40|38(45|49|47 (54 31129|36|40(38(45|149 |47 (54
30(34(32(39|43|41)|48|52]|50 39(43(41(48(52|50|30(|34|32
35(33(28|44 (42|37 |53|51|46 53(51(46(35(33|28|44|42]|37
63|58 (56|72|67|65|81|76|74 63(58 (56|72 |67 |65|81|76|74
5957|161(68(66|70(77|75|79 68|66|70(77|75|79|59|57 |61
55162 (60|64|71(69|73|80(78 73180|78(55|62|60|64|71|69
a) Reihenfolgen231und 312 b) Verschieben der Zeilen

Abb. 11.153: Generator 2

Mit Hilfe der beiden Generatoren wird ein semi-bimagisches Quadrat erzeugt. Dazu wihlt man die linke
Spalte des ersten Generators und trégt sie in die obere Zeile des Zielquadrates ein. Ebenso iibertragt man
die Zahlen der linken Spalte des zweiten Generators wie in Abbildung 11.154 in die linke Spalte des
Zielquadrates. Damit ist das weitere Vorgehen festgelegt, denn die Spalten des ersten Generators werden
immer waagrecht und die Spalten des zweiten Generators immer senkrecht eingetragen.

Nun wird die zweite Spalte des Zielquadrates gefiillt, deren obere Zahl mit 25 bereits vorgegeben ist. In
der Spalte des zweiten Generators, die diese Zahl 25 enthalt, befindet sich die Zahl 6 ebenso wie in der
Spalte des ersten Generators, die bereits vorgegebene Zahl 16 enthdlt. Damit ist mit der Zahl 6 die Zahl
gefunden, die an dem Schnittpunkt der zweiten Zeile und Spalte des Zielquadrates eingetragen werden
muss.

Die Spalte des ersten Generators kann nun in die zweite Zeile des Zielquadrates eingetragen werden.
Dies muss aber so geschehen, dass immer die drei Zahlen aus einem der Blocke auch wieder in der
gleichen relativen Reihenfolge in einen gemeinsamen Block platziert werden. Konkret bedeutet dies,
dass nach der bereits eingetragenen Zahl 16 nun die Zahl 6 eingetragen wird, gefolgt von der noch zu
dieser Dreiergruppe gehorenden Zahl 20. Die Zahlen der weiteren Dreiergruppen miissen dann auch
unbedingt in der gleichen relativen Reihenfolge eingetragen werden. Also folgen dann die Zahlen 41, 28
und 54 und abschlieffend 66, 62 und 76. Ebenso muss bei den Spalten vorgegangen werden, so dass sich
das Zwischenergebnis aus Abbildung 11.154 ergibt.
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2 125|15(36|50|37|58(75]|71 2 125|15(36|50|37|58(75|71
16 16| 6 20|41 (28|54|66|62|76
24 24111
31 31(48
39 39|35
53 53140
63 63|77
68 68|55
73 73(72

Abb. 11.154: Fiillen der ersten beiden Zeilen und Spalten

Entsprechend geht man bei den weiteren Zeilen und Spalten vor, bis das vollstindige semi-bimagische
Quadrat aus Abbildung 11.155 erzeugt worden ist.

2 |25(15(36|50(37)|58|75|71 2 |25(15(36|50(37|58|75|71
16| 6 [20(41|28|54|66|62|76 16| 6 [20(41|28|54|66|62|76
24111| 7 |46(45(32|80|67 |57 24111| 7 |46|45(32 (80|67 |57
31(48|44 3148|4456 |79(69( 9 (23|10
39(35(49 39(35(49)|70|60(74|14| 1 |27
53(4030 53(40(30|78|65(61(19|18| 5
63 (77|64 6377|644 |21(17(29|52 |42
685581 68|55|81|12| 8 (2243|3347
7317259 731721592613 | 3 [51(38(34

Abb. 11.155: Semi-bimagisches Quadrat

Abschliefsend muss das semi-bimagische Quadrat noch in ein bimagisches Quadrat umgewandelt wer-
den, indem auch noch die Diagonalen bimagisch gemacht werden. Dazu sucht man in anderen Gene-
ratoren nach zwei bimagischen Spalten, bei denen sich die Zahl 41 in der Mitte dieser Spalten befindet.
Dazu sind beispielsweise die beiden Generatoren aus Abbildung 11.156 geeignet.
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4|38 (13[12|17|22|21|26 2|7 |6(11|16(15(20|25]|24
18(14(10(27(23|19| 9|5 |1 18(14(10(27(23(19(9 |5 |1
2025|2412 |7 |6 (11]|16(15 2221|264 | 3|8 (|13[12|17
35(31(30|44|40({39(53|49(48 34133(29|43|42(38|52|51|47
37(45|41)|46|54 (5028|3632 41|37 (45|50|46(54|32|28|36
51(47|52)|33|29(34|42|38|43 48153 (49(30|35(31(39|44|40
57(62|58]|66|71(67|75|80(76 60|56 (61(69|65(70(78|74|79
6864|7277 |73|81(59(55(63 6472|168 (73|81 |77 (55[63|59
7917874161 |60(56(70(69 65 80(76(75(62(58|57|71|67|66

Abb. 11.156: Zwei zusétzliche bimagische Spalten

Die Zahlen dieser beiden Spalten markiert man im semi-bimagischen Quadrat und stellt fest, dass sich in
jeder Zeile und jeder Spalte genau zwei dieser Zahlen befinden. Nur die Zeile und Spalte, in der sich die
Zahl 41 befindet, besitzt keine Markierung. Weiterhin bilden jeweils vier dieser Zahlen die Ecken eines
Rechtecks.

Die vier Zahlen dieser Zahlengruppen werden nun durch Vertauschen von Spalten und Zeilen auf die
beiden Diagonalen transformiert. Damit fallt die bisher nicht beachtete Zahl 41 automatisch in das Zen-
trum und das entstehende Quadrat in Abbildung 11.157 ist bimagisch.

2 [25|15(36|50(37|58(75]|71 24 11| 7 [45)|46|32|67|57|80
16| 6 |2041(28|54|66|62|76 73172(59|13(26| 3 [38]34 |51
24 (11| 7 |46|45)|32|80|67 |57 53140(30|65(78|61(18] 5 (19
31148(44(56|79|69| 9 |23]10 68|55(81( 8 |12|22|33|47|43
39(135(49(70(60|74|14| 1 |27 16| 6 |20|28(41(54|62|76|66
53(40(30(78|65|61|19|18]| 5 39(135(49(60|70|74| 1 |27 |14
63|77 (64| 4 |21|17|29|52 (42 63|77 (64|21 4 (17]52|42(29
68|55(81|12| 8 |22(43|33 |47 31(48(44(79(56|69|23|10]| 9
73172(59|26(13| 3 [51|38(34 2 [25]|15(50(36(37|75|71|58
a) Markierungen der Zahlengruppen b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.157: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz)

Variante 1

Die durch die Anordnung der Diagonalen hervorgerufenen Vertauschungen der Zeilen und Spalten kon-
nen leicht verdndert werden. Im Beispiel der Abbildung 11.157b befinden sich die Zahlen 2, 48, 64 und
60 auf der linken unteren Hilfte der Hauptdiagonalen. In Abbildung 11.158 sind dagegen die Vertau-
schungen der Zeilen und Spalten so durchgefiihrt worden, dass sich dort jetzt die Zahlen 2, 48, 18 und
22 befinden. Da die in diesem Beispiel durchgefiihrten Vertauschungen nicht alle Zellen betreffen, sind
die Positionen einiger Zahlen gegeniiber Abbildung 11.157b unverédndert geblieben.
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2411167 |32|46 (45| 7 |57(80
73172)38| 3 |26|13|59(34 |51
637752 |17 | 4 |21(64(42|29
39135|1|74|70(60(49 (27|14
16| 6 |62[54(41|28|20(76|66
6855|3322 |12 8 (814743
53(40(18]61|78(65(30| 5 |19
31148123|69|56(79(44(10| 9
2 |25(75(37|36|50|15|71|58

Abb. 11.158: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Variante 1a)

Weitere bimagische Quadrate lassen sich im letzten Schritt erzeugen, wenn man die Reihenfolge der vier
Rechtecke permutiert. Jetzt wird durch die zugehorigen Zeilen- und Spaltenvertauschungen beispiels-
weise das bimagische Quadrat in Abbildung 11.159 erzeugt.

2 |25|15(36(50(37|58|75|71 30|40(65(53|78|19|61| 5 |18
16| 6 |2041(28|54|66|62|76 59(72(13|73|26|51| 3 |34|38
24|111| 7 |46(45|32|80|67 |57 81|55 8 |68|12(43(22|47 |33
31(48(44(56|79|69| 9 |23]10 7 |11(45|24146|80(32|57 |67
39(35(49(70|60|74|14| 1 |27 20| 6 |28|16|41|66|54|76|62
53140(30|78|65|61(19|18| 5 15(25|50| 2 |36(58|37(71|75
63|77 (64| 4 (21|17|29|52]|42 49(35160(39|70(14|74|27| 1
68|55(81 (12| 8 |22|43|33|47 44148(79(31(56| 9 |69]|10]|23
73172592613 3 |51|38]|34 64|77 (21|63 | 4 29|17 |42]|52
a) Markierungen der Zahlengruppen b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.159: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Variante 1b)

Variante 2

Eine alternative Moglichkeit ergibt sich, wenn man zur Konstruktion der Generatoren die Zeilen des
Ausgangsquadrates in nattirlicher Anordnung nicht von oben nach unten ausliest, sondern in der Rei-
henfolge 147, 258 und 359. Damit ergeben sich beispielsweise die beiden Generatoren aus Abbildung
11.160.
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2 191|4129(36(31|56|63|58 2191]41(29(36(31|56(63|58
34132(30(61(59|57| 7|53 61(59(57|7 |5 |3/34]|32|30
60|55(62|6 |1 |8|33|28|35 33(28(35(60(55(62| 6| 1|8
18|13(11)145|40(38|72|67 |65 13111(18)40(38|45|67 (65|72
41139(43|68|66(70|14|12(16 66|70|168(12|16|14(39|43|41
64(71169)|10(17 (15|37 |44 |42 44 142137171169 (64(|17|15|10
22120(27149|47|54|76|74|81 27122120(54149(47|81|76|74
48 (52 |501|75(79(77|21|25]|23 77175179123|21(25|50|48|52
80|78|73|26(24|19|53|51|46 46 |53(51(73(80(78|19|26]|24
a) Generator 1 b) Generator 2

Abb. 11.160: Zwei Generatoren bei der Variante 2

Auch mit diesen beiden Generatoren kann wieder ein semi-bimagisches Quadrat erzeugt werden.

2 |34(60(18(41|64|22|48]|80 2 |34(60(18(41|64|22|48]|80
61| 6 |129|68|10(45(75(26 (49 61| 6 |29|68|10(45(75(26 49
33|56 33|56| 7 |37|72|14(53(76|21
13139 13(39(71(20(52|78| 9 |32]|55
66 (17 66(17(40|179|24(47|59| 1 |36
44167 44167 |12|51(74(25(28|63| 5
27 (50 2750734 |30(62|11|43|69
77 (19 771195457 |8 |31(70|15(38
46|81 46|81 |23|35(58| 3 |42|65]|16

Abb. 11.161: Semi-bimagisches Quadrat

Aus diesem semi-bimagischen Quadrat wird wieder das bimagische Quadrat erzeugt, wozu zwei bima-
gische Reihen benétigt werden, die auf die Diagonalen abgebildet werden.

4 36 56 12 41 70 26 46 78 und 62 28 6 66 41 16 76 54 20

Mit Hilfe dieser beiden bimagischen Reihen kénnen die Positionen der Zahlen fiir die Zeilen- und Spal-
tenvertauschungen gefunden werden, so dass die beiden Reihen auf die Diagonalen abgebildet werden.
Damit ergibt sich dann das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.162b.
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2 134|60|18(41(64(22|48|80 46 81|23 (35|58 3 |42|65]|16
61| 6 [29(68|10|45|75|26|49 33|56 7 [37(72|14]|53|76|21
33|56 7 [37(72|14]|53|76|21 44167 |12(51(74|25|28|63| 5
13(39|71]20|52(78] 9 [32]|55 27 (50|73 | 4 |30|62|11|43|69
66 |17|40(79|24|47|59| 1 |36 2 [34160(18|41(64|22|48|80
44167 |12(51|74|25|28|63| 5 13(39|71(20|52(78] 9 [32]|55
27 (50|73 | 4 |30|62|11|43|69 77119 (54|57| 8 |31|70]15]|38
77119(54|57| 8 |31|70]15]|38 61| 6 (29(68|10|45|75|2649
46 81|23 (35|58 3 |42|65]|16 66|17 (40(79(24|47|59| 1 |36
a) Markierungen der Zahlengruppen b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.162: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Variante 2)

Variante 3

Man kann die beiden unterschiedlichen Reihenfolgen beim Ausgangsquadrat in natiirlicher Anordnung
auch mischen. Im folgenden Beispiel ist der erste Generator mit der Reihenfolge 123 456 789 der Zeilen
gebildet worden, der zweite dagegen mit 147 258 369.

219 (41]11]|18(13|20]|27 |22 219(4129|36(31|56|63|58
251231217 |53 |16]|14(12 34132|130(61|59(57|7|5]|3
15|110(17124|119(26| 6 | 1| 8 6055|626 | 1|8 [33]|28|35
31129(36|40|38(45(49|47 (54 13111(18)40(38|45|67 (65|72
48152 (50(30(34|32|39|43|41 39(43(41(66(70|68|12|16|14
44142 (37 (53|51|46|35|33|28 71169 (64|17 (15|10|44|42]|37
63|58(56(72|67|65|81|76|74 27122120(54149(47(81|76|74
77 175179(59(57|61(68|66|70 50148|52(77|75(79|23|21|25
64171(69|73|80(78|55|62(60 73180|78(19|26|24|46|53|51
a) Generator 1 b) Generator 2

Abb. 11.163: Zwei Generatoren bei der Variante 3

Hieraus ergibt sich das semi-bimagische Quadrat aus Abbildung 11.164a, welches durch Zeilen- und
Spaltentransformationen in das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.164b umgewandelt wird.
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2 (34]60|13|39(71|27|50|73 809 |32]|43|22(55|69|11(48
25151(74| 3 |35(58(14|37(72 51|58 3 (14(74|35(37|72|25
15|138(70126|49 (75| 1 |36(59 67|23(46(33|12(81|56| 7 (44
31|57(8 (45|68|10|47|79|24 191296166 (54| 6 |17|40|77
48 180(22(32(55| 9 |43|69]|11 1852|7862 (41(20| 4 |30|64
44167 (12(46|81|23|33|56| 7 5142|65|76(28|16|21|53|63
63| 5 (28|65(16|42|76|21|53 38|75(26( 1 (70(49|36|59]|15
7711954 (61| 6 |29(66|17|40 57110|45(47| 8 |68(79|24|31
64118(41(78|20(52|62| 4 {30 34171(13|27160(39|50|73( 2
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.164: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Variante 3)

Variante 4

Selbstverstdandlich kann auch jedes der acht magischen Quadrate der Ordnung 3 als Ausgangsquadrat
fiir die Generatoren gewéhlt werden, wie es beispielsweise in Abbildung 11.165 durchgefiihrt worden
ist.

2 191|4(56(63|58|29|36]31 419|2|58[63[56[31(36/|29
34132(30(7 5|3 |61|59]|57 57159(61(30(32|34| 3|57
60|55(62(33|28|35|/ 6| 1|8 35(28(33| 8| 1|6 |62|55|60
13|11(18|67|65(72|40|38 |45 11(113(18|65(67|72|38|40(45
39143(41|12|16|14|66|70(68 70166|68(43|39(41|16|12|14
71169644442 137|17|15(10 42 (4413711517 (10(69|71 |64
27122(20|81|76|74|54|49 |47 271201228174 |76|54|47 |49
50148152123 (21|25|77 75|79 77179175|50(52(48|23|25|21
73(80(78|46|53|51|19|26]|24 46151(53(19(24(26(73|78]|80
a) Generator 1 b) Generator 2

Abb. 11.165: Zwei Generatoren bei der Variante 4

Das weitere Vorgehen dndert sich nicht, so dass man zunéchst ein semi-bimagisches Quadrat erhilt, dass
dann in ein bimagisches Quadrat transformiert wird.
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4 130(62|18|41(64|20|52(78 60|73(50(71|34(27|39|13( 2
5718 |31(68(10|45(79|24 |47 29154(19(|40| 6 |77|17]66 |61
35158 3 |37|72|14|51|74(25 45131( 8 |47]|10(57 (24179 (68
1114316922 (48(80| 9 |32|55 7 123|81|12(56(46|67|44|33
70(15(38(75|26/49|59| 1 |36 64|62(30(78|41| 4 |52|20]|18
42 165|116 (53|76|21|28|63| 5 49138(15(36(26|70| 1 |59|75
27 150(73[ 2 |34]|60|13|39]|71 14| 3 |58 (25|72 (35|74|51|37
7711954 (61| 6 |29(66|17 |40 21116(65| 5 |76(42|63|28(53
46181(23|33|56(| 7 |44|67 (12 80(69|43|55|48(11|32|9 |22
a) semi-bimagisches Quadrat b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.166: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Variante 4)

Variante 5

In den bisherigen Beispielen sind die Blocke immer von links nach rechts eingetragen worden. Da diese
Reihenfolge abgedndert werden kann, wird jetzt fiir den ersten Generator die Reihenfolge 3, 2 und 1
gewdhlt. Die ersten neun Zahlen werden also in den rechten Block eingetragen, danach folgt der mittlere
Block und zum Abschluss folgt der Block in der linken oberen Ecke.

Fiir den zweiten Generator wird dagegen mit 2, 1 und 3 eine andere Reihenfolge gewéhlt. Wie bei Ge-
nerator 1 gelten die verdnderten Reihenfolgen natiirlich fiir jede Gruppe von drei Blocken. Zwei damit
konstruierte Generatoren sind in Abbildung 11.167 dargestellt.

20127 (22|11|18(13|2 |9 | 4 11118(13|12 (9| 4 1202722
7153 125(23(21|16|14]|12 715|31(25(23(21|16|14(12
15(10(17| 6 | 1|8 |24|19]|26 24119126|15(10(17| 6 | 1| 8
49147 (5414038 (45(31|29(36 45140(38|36|31(29|54 (49 (47
30(34(32(48(52|50|39|43|41 32(30(34|50(48|52|41|39|43
44142137 (35(33|28|53|51|46 46|53(51|37|44(42)|28|35(33
81|76|74|72|67|65|63|58]|56 67 (65(72|58|56|63|76|74]|81
59157|61|77(75|79(68|66|70 57161|59(75|79(77|66|70|68
64171(69|55|62(60|73|80(78 80|78(73|71|69|64)|62|60(55
a) Generator 1 b) Generator 2

Abb. 11.167: Zwei Generatoren bei der Variante 5

Auch hier bleibt das weitere Vorgehen unverdndert und aus dem semi-bimagischen Quadrat wird durch
Vertauschen von Zeilen und Spalten ein bimagisches Quadrat erzeugt.
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11.2.2 Coccoz (algebraisches Muster)

Coccoz hat fiir die Ordnung n = 9 auch ein algebraisches Muster vorgestellt, um bimagische Quadrate
36

Zu erzeugen.

Die Bedingungen, die bei der Belegung an die Buchstaben erfiillt werden mdiissen, sind fast mit denen
identisch, die Coccoz bei der Erzeugung bimagischer Quadrate der Ordnung n = 8 in Kapitel 11.1.2 be-
nutzt. Der Unterschied liegt nur in zwei zusitzlichen Buchstaben m und n, die mit der fest zugeordneten
Zahl 4 immer den Median der Zahlen 0, 1, ..

Da damit auch bei dieser Ordnung mit zwei Gruppen von jeweils acht Buchstaben gearbeitet wird, gibt
es wieder nur zwei Zahlengruppen, die fiir die Belegung geeignet sind. Da der Median 4 fest vergeben

a) semi-bimagisches Quadrat

Abb. 11.168: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Variante 5)
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b) bimagisches Quadrat
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Abb. 11.169: Algebraisches Muster

., 8 bildet.

ist, miissen die Zuweisungen jetzt auf den folgenden beiden Gleichungen basieren.

04+34+6+7=1+2+5+8
02 +324+62+7> =12 422 +52 4 82

36 Coccoz [102] S. 175-176
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Ein Beispiel einer solchen Belegung und das daraus entstehende bimagische Quadrat ist in Abbildung
11.170 dargestellt. Wie alle mit diesem Muster erzeugten bimagischen Quadrate ist es symmetrisch und
besitzt zudem trimagische Diagonalen.

Belegung

a b ¢ d m D C B A p gqg r s n S R
5 2 7 4 1 66 3 0 6 3 0 7 4 1 8

U O

36(59| 1 |15|70(38(49|75(26
7924147 )|31| 8 |57 (68|10 (45
17 (40|66 (77|54|19]| 6 |29]|61
5073|272 |60(34(39(71|13
4130|62(64|41|18|20(52|78
69(11|43)|48|22(80|55| 9 |32
21(53|76|63|28( 5 16|42 |65
37|72|14|25|74|51(35(58]| 3
56| 7 |33|44|12 |67 (81|23 |46

Abb. 11.170: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Beispiel 1)

Insgesamt existieren fiir dieses algebraische Muster 128 verschiedene Belegungen, mit denen bimagische
Quadrate erstellt werden koénnen. Ein weiteres Beispiel ist in Abbildung 11.171 dargestellt.

Belegung

a b C d M D C B A P q r s n S R Q P
6 3 0 7 4 1 8 5 2 0o 3 6 1 4 7 2 5

48177 (25(15|64|44(31(63| 2
55(6 (35|49|20(81|68|16(39
11140|72(59(30| 7 |24(53|73
32|61| 3 |26|78|46|45(65(13
22547417041 (12| 8 [28|60
6917|3736 4 [56(79(21 50
9 29(58(75|52|23]|10|42]|71
43166 |14 | 1 (62(33|47|76|27
80|19(51(38|18|67 |57 |5 |34

Abb. 11.171: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Beispiel 2)
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In dem genannten Artikel gibt Coccoz noch ein zweites algebraisches Muster an, mit dem bimagische
Quadrate erzeugt werden konnen.

DQ|bP|Mp|dS|cs|Bn|CR|aq|Ar
c¢S|Bs|bQ|ap|Aq|Mr|dn|CP|DR
Cn|DS|AR|Br|dp|cq|bs|MQ|aP
bg|{Cr|as|cP|BR|dQ|Dp|An|MS
BP|dR|Cq|As (Mn|aS|cQ|Dr|bp
Ms|an|dP|Dq|br|Cp[AS|cR|BQ
Ap (Mg |BS|[CQ|DP|bR|ar|ds|cn
dr{cp|Dn|MR|aQ|AP|Bqg|bS|Cs
aR|AQ|cr|bn|CS|Ds|MP|Bp|dq

Abb. 11.172: Algebraisches Muster

Fiir dieses Muster existieren 32 unterschiedliche Belegungen, mit denen bimagische Quadrate erzeugt
werden konnen. Ein Beispiel ist in Abbildung 11.173 dargestellt.

Belegung

a b C d M D C B A P q r s n S R Q P
3 2 7 8 4 0 1 6 5 5 6 1 0 4 8 7 2

3122|42(81(64|59|17 (34|47
72(55(21|33|52(38(77|13| 8
1419 |53(56(78|70|19(39]|31
2511|2867 |62 (75| 6 [50(45
58|80|16|46|41(36(66| 2 |24
3732|767 |20 15|54 (71|57
51|43|63|12| 4 |26(29|73|68
74169| 5 |44|30(49(61 (27|10
35(48|65|23|18( 1 (406079

Abb. 11.173: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Coccoz, Beispiel 3)

11.2.3 Portier

Portier geht bei seiner Konstruktion bimagischer Quadrate der Ordnung n = 9 von dem algebraischen
Muster in Abbildung 11.174 aus.”

37 Portier [456]
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Dieses Quadrat ist duflerst strukturiert aufgebaut, da in jeder Zeile, jeder Spalte, beiden Diagonalen und
den neun 3 x 3 - Teilquadraten die verwendeten Grofs- und Kleinbuchstaben jeweils genau einmal auftre-

ten.

Zusitzlich wird noch eine bimagische Zahlenreihe von neun Zahlen benétigt, deren Summe 369 und die
Summe der quadrierten Zahlen 20049 betragt. Durch den speziellen Aufbau des Musterquadrates kann
nicht eine beliebige der insgesamt 949 738 bimagischen Reihen benutzt werden, sondern es miissen ganz
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besondere Reihen gewidhlt werden.

Dazu benutzt Portier ein beliebiges magisches Quadrat der Ordnung 3 und liest dieses z.B. zeilenweise

von links nach rechts und von oben nach unten aus.

Weiterhin benutzt er ein Quadrat in natiirlicher Anordnung, deren Spalten er von links nach rechts mit
den Zahlen 1 bis 9 durchnummeriert. Diese Spalten werden dann in der Reihenfolge der aus dem ma-
gischen 3 x3 - Quadrat ausgelesenen Zahlen umgeordnet.

1
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2194
7151(3
61118
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8

Abb. 11.174: Musterquadrat der Ordnung n = 9 von Portier
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a) natiirliche Anordnung
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b) umgeordnete Spalten

Abb. 11.175: Konstruktion von bimagischen Reihen

- 853 -




Die Zahlen auf den beiden Diagonalen ergeben geeignete bimagische Reihen. Liest man die Zahlen des
magischen 3x3 - Quadrates von den Ecken ausgehend in beiden Richtungen aus und ordnet die Spal-
ten eines Quadrates in natiirlicher Anordnung entsprechend um, ergeben sich die acht verschiedenen
bimagische Reihen aus Tabelle 11.22.

18 22 34 41 48 60 64 80
16 24 36 41 46 58 66 80
18 20 30 41 52 62 64 78
12 26 36 41 46 56 70 78
10 26 34 41 48 56 72 76
16 20 28 41 54 62 66 76
10 24 30 41 52 58 72 74
12 22 28 41 54 60 70 74

oo~ B~ANNDN

Tab. 11.22: Acht verschiedene bimagische Reihen

Die so gewonnenen bimagischen Reihen sind fiir die Konstruktion eines bimagischen Quadrates aus
dem Musterquadrat der Abbildung 11.174 geeignet. Dazu nimmt man beispielsweise die mittlere Zeile
des Musterquadrates und fiillt die mittlere Zeile wie in Abbildung 11.176a mit einer der acht bimagischen
Reihen.

Dann wird das algebraische Muster durch eine Zahl im Zahlensystem zur Basis 9 ersetzt. Fiir die Um-
wandlung wird jede Zahl zunéchst dekrementiert, so dass alle 81 Zahlen in diesem Zahlensystem mit
zwei Ziffern dargestellt werden konnen. Fiir die mittlere Zeile gilt dann:

Zahl 2 18 22 34 41 48 60 64 80
dekrementierte Zahl 1 17 21 33 40 47 59 63 79
9er Zahlensystem 01 18 23 36 44 52 65 70 87
algebraisches Muster Ax Bt Cp Dy Eu Fr Gz Hv Ks

Tab. 11.23: Belegung der mittleren Zeile

Man erkennt, dass bei dieser Belegung jede der Ziffern 0, 1, ..., 8 sowohl bei den Grofibuchstaben als
auch bei den Kleinbuchstaben auftritt. Mit der in Tabelle 11.23 berechneten Belegung kénnen dann wie
in Abbildung 11.176b die restlichen Zahlen des Quadrates berechnet werden.

Hr | Ky [Gu|Bs |Cz|Av |Ep|Fx [Dt 72186 (64|17 (25|00(43|51(38
Bp|Cx |[At |Er|Fy|Du|Hs|Kz|Gv 13(21|08 (42|56 (34|77 (85|60
Es|Fz |Dv |Hp|Kx |Gt |Br|Cy|Au 47 |55|30(73|81|68|12 26|04
Gy |Hu | Kr |Az [Bv |Cs|Dx|Et|Fp 66|74(82(05(10(27|31)|48]|53
2 |18(22(34(41(48(60|64]|80 01|18|23|36|44(52(65(70|87
Dz [Ev |Fs |Gx|Ht|Kp|Ay|Bu|Cr 35|40(57(61(78|83|06|14 |22
Ku|[Gr|Hy|Cv|As|Bz|Ft|Dp|Ex 84162|76(20|07|15(58|33|41
Ct|Ap|Bx |Fu|Dr|Ey|Kv|Gs|Hz 28|03 (11(54|32(46|80|67|75
Fv|Ds |Ez |Kt|Gp|Hx|Cu|Ar|By 50|37(45|88(63|71(24]|02(16
a) mittlere Zeile b) Zahlensystem zur Basis 9

Abb. 11.176: Darstellung des Quadrates im Zahlensystem zur Basis 9
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Wandelt man die Zahlen in das gew6hnliche Zehnersystem um, ergibt sich das bimagische Quadrat aus
Abbildung 11.177. Dieses Quadrat ist zusétzlich symmetrisch und besitzt zudem trimagische Diagona-
len.

Belegung

6679|5917 |24| 1 (40(47 |36
13120 9 (39(52|32|71|78]|55
441512867 (74(63|12|25| 5
61|68|75| 6 |10(26(29 (45|49
2 118|22(34(41|48|60|64|80
33(37|53|56|72(76| 7 |14]|21
77(57|70119| 8 [15|54|31(38
27| 4 |11|50|30(43(73|62|69
4635|4281 (58(65(23| 3 |16

Abb. 11.177: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Beispiel 1)

Neben der mittleren Zeile kann auch jede andere Zeile fiir die Bestimmung der Belegung gewihlt wer-
den. Im néchsten Beispiel wurde die dritte Zeile von unten gewahlt.

Hr [Ky [Gu [Bs|Cz|Av |Ep|Fx|Dt 2803|11(54(32|46|80|67|75
Bp [Cx [At [Er|Fy|Du|Hs|Kz|Gv 50(37(45(88|63|71|24|02]|16
Es|Fz |Dv |Hp|Kx |Gt |Br|Cy|Au 84162 (76(20(07[15|58|33|41
Gy |Hu|Kr [Az |Bv |Cs [Dx|Et|Fp 13(21(08(42|56(34(77|85]|60
Ax |Bt |Cp|Dy|Eu|Fr|Gz|Hv|Ks 47 |55|30(73|81|68|12|26|04
Dz |Ev|Fs|Gx|[Ht|Kp|[Ay|Bu|Cr 72186(64|17(25|00(43|51(38
2 (18]22(34|41(48|60 (64|80 01|18|23|36|44(52(65(70|87
Ct|Ap|Bx|Fu|Dr|Ey|Kv|Gs|Hz 35|40|57(61(78|83|06|14|22
Fv|Ds|Ez|Kt|Gp|Hx|Cu|Ar|By 66|74(82(05(10(27|31)|48]|53
a) dritte Zeile von unten b) Zahlensystem zur Basis 9

Abb. 11.178: Darstellung des Quadrates im Zahlensystem zur Basis 9
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Damit ergibt sich das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.179.

Belegung

K
0

Neben den Zeilen sind auch die Diagonalen und die Spalten zur Bestimmung einer Belegung geeignet.
Im néchsten Beispiel wird die zweite Spalte von rechts benutzt. Damit das Vorgehen besser vergleichbar
ist, wird wieder mit der bimagischen Reihe aus den beiden vorangegangenen Beispielen gearbeitet.
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Auch bei diesem Vorgehen entsteht wieder ein bimagisches Quadrat, das in Abbildung 11.181 dargestellt

ist.

a) rechte duflere Spalte
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Abb. 11.179: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Beispiel 2)
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b) Zahlensystem zur Basis 9

Abb. 11.180: Darstellung des Quadrates im Zahlensystem zur Basis 9




Belegung

Bei eine vierten und letzten Moglichkeit der Variation benutzt man das Muster aus einem der 3x3 -
Teilquadrate zur Bestimmung der Belegung. Im folgenden Beispiel wird dazu das linke obere Teilquadrat
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Abb. 11.181: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Beispiel 3)

gewdhlt, dessen Inhalt von links nach rechts und von oben nach unten ausgelesen wird.
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a) linke obere Teilquadrat
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b) Zahlensystem zur Basis 9

Bei dieser Wahl entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.183.
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Abb. 11.182: Darstellung des Quadrates im Zahlensystem zur Basis 9




Belegung
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Abb. 11.183: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Beispiel 4)

Insgesamt lassen sich mit diesen Variationen

9-84+9-84+9-84+2-849.8=232

bimagische Quadrate erzeugen. Eine genauere Untersuchung zeigt aber, dass nur 128 von ihnen wirklich

verschieden sind.

Variante 1

Bisher wurde die bimagische Reihe, die als Basiszeile fiir die Bestimmung der Belegung dient, immer
aus dem magischen Quadrat der Ordnung 3 hergeleitet. Portier gibt aber eine Moglichkeit an, wie man
weitere bimagische Reihen herleiten kann. Dazu nimmt er das magische Quadrat der Ordnung 3 und
erweitert es zyklisch wie in Abbildung 11.184 durch einen Rahmen auf ein Quadrat der Ordnung n =

5.

Abb. 11.184: Rahmen um das magische Quadrat der Ordnung 3

In diesem Quadrat sind neben dem magischen Quadrat im Zentrum acht weitere semi-magische Qua-

drate der Ordnung 3 eingebettet.
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8(6|1|8]|6 8(6|1]|8]|6 8(6|1]|8]|6 8(6|1|8]6
41219|4]2 412 (9412 412 (9(4]|2 412(9(4]2
3|17 (5(3]|7 3|7 (537 3|17 (5(3](7 3|17 (5(3]7
816|186 8(6|1|8]6 8(6|1|8]6 8(6|1|8]6
41219142 4121942 4121942 4121942
816|186 816|186 8(6|1|8|6 8(6|1|8(6
4121942 41219142 4121942 41219412
31715[3]7 317 15(3]7 3171537 3171537
816|186 816|186 816|1|8(6 8(6|1|8|6
41219|4]2 4121942 412 (9(4]|2 412 (9(4]2

Abb. 11.185: Acht eingebettete semi-magische Quadrate

Aus diesen semi-magischen Quadraten kénnen die Zahlen auf acht verschiedene Arten ausgelesen wer-
den, die die Umordnung der Spalten eines Quadrates in natiirlicher Anordnung festlegen. Wie bei den
ersten Beispielen bilden die Zahlen der Diagonalen bimagische Reihen und konnen als Basiszeile fiir die
Bestimmung einer geeigneten Belegung dienen.

Im folgenden Beispiel wird das linke semi-magische Quadrat der unteren Zeile aus Abbildung 11.185
benutzt und dessen Zahlen von links nach rechts und von oben nach unten ausgelesen worden:

Damit ergibt sich beispielsweise die bimagische Reihe

9 13 20 32 39 52 55 71 78

Als Musterzeile wird dieses Mal die Hauptdiagonale benutzt, aus deren Mustern und der vorgegebenen
bimagischen Reihe die Belegung bestimmt wird.

Hr | Ky [Gu|Bs [Cz |Av [Ep|Fx |78 20(71|32|66|57|18|43|04|85
Bp|Cx|[At |Er|Fy|Du|Hs|71(Gv 63(54|15(40|01|82|26|77 |38
Es|Fz |Dv |Hp|Kx |Gt |55(Cy|Au 46 (07|88 (23|74|35|60|51|12
Gy [Hu | Kr [Az |Bv |52 |Dx |Et|Fp 31(22|70(17|68|56|84|45|03
Ax|Bt|Cp|Dy|[39(Fr |Gz |Hv|Ks 14165(5381(42(00(37|28|76
Dz |Ev|Fs|32|Ht|Kp|Ay|Bu|Cr 87 (48(06(34(25(73|11|62]|50
Ku|[Gr|20|Cv|As|Bz|Ft|Dp|Ex 72130121|58|16|67|05|83 |44
Ct|13|Bx |Fu|Dr|Ey|Kv|Gs|Hz 55|13 |64|02|80|41|78|36 |27
9 |Ds |Ez [Kt|Gp|[Hx|Cu|Ar|By 08|86(47|75|33(24|52|10]|61
a) linke obere Teilquadrat b) Zahlensystem zur Basis 9

Abb. 11.186: Darstellung des Quadrates im Zahlensystem zur Basis 9
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Damit ist die Belegung eindeutig bestimmt und es entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung
11.187.

Belegung
A B D E F K p r S t u v X y z
1 6 5 8 3 2 7 3 0 6 5 2 8 4 1 7

19(65(30(61|53|18|40| 5 |78
58|50|15|37| 2 |75(25|71|36
4318 |81(22(68[33|55|47|12
2921641763 (52|77 (42| 4
14160(49(74(39| 1 |35(27|70
80|45( 7 (32)|24|67 |11 (57|46
66|28|20|54|16|62| 6 (76|41
5113|593 |73(38(72|34(26
9179(44(69(31|23|48|10]|56

Abb. 11.187: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Variante 1)

Bei neun unterschiedlichen 3 x3 - Teilquadraten, deren Zahlen man auf acht Arten auslesen kann, lassen
sich insgesamt 72 verschiedene bimagische Reihen erzeugen. Da jede der 29 Zeilen, Spalten, Diagonalen
oder Teilquadrate als Muster fiir die Berechnung der Belegung ausgewéhlt werden kann, existieren ins-
gesamt 72 - 29 = 2088 Moglichkeiten, ein bimagisches Quadrat zu erzeugen. Es zeigt sich aber, dass nur
720 von ihnen wirklich verschieden sind.

Variante 2

Weitere bimagische Quadrate lassen sich erzeugen, wenn man die Belegungen etwas freier bestimmt. Fiir
die Kleinbuchstaben werden die 72 Kombinationen aus Variante 1 gewéhlt, wobei die Zahlen allerdings
alle dekrementiert werden miissen.

Die Zahlen fiir die Belegung der Grofibuchstaben werden dhnlich bestimmt. Man geht wieder von einem
Quadrat der Ordnung 3 aus, welches dieses Mal aber mit den Zahlen in natiirlicher Anordnung gefiillt
wird. Dieses Quadrat wird wie in Abbildung 11.188 durch einen Rahmen auf ein Quadrat der Ordnung
n =5 zyklisch erweitert.

N[00 | o1 | N | OO
wlwow| o |w|w
RN SN

wlo| o |w|w
Lol B I (R~ I Y |

Abb. 11.188: Rahmen um ein Quadrat in nattirlicher Anordnung
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Die Zahlen der neun 3 x3 - Teilquadrate konnen wieder auf acht Arten ausgelesen werden, so dass sich
insgesamt wieder 72 Kombinationen von Zahlen ergeben. Dekrementiert man diese Zahlen, konnen alle
Kombinationen als Belegung fiir die Groflbuchstaben gewéhlt werden. Dabei richtet sich die Belegung
nach der alphabetischen Reihenfolge der Grof3- bzw. Kleinbuchstaben, wie sie beispielhaft in Tabelle 11.24
gewdhlt worden ist.

GroBbuchstaben Kleinbuchstaben
Kombinationen 6 9 3 4 7 1 5 8 2 3 57 8 1 6 4 9 2
dekrementiert 5 8 2 3 6 0 4 7 1 2 4 6 7 0 5 3 8 1

Tab. 11.24: Zahlen fiir eine mogliche Belegung

Mit dieser Belegung ergibt sich das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.189.

Belegung

A B C D E F G H K p r s t u v X y z
5 8 2 3 6 0 4 7 1 2 4 6 7 0 5 3 8 1

68(18|37|79|20 (51 (57| 4 |35
75|22|53|59| 9 (28(70(|11 42
61| 2 |33|66|13(44(77 |27 |46
45164 |14 (47 (78(25|31|62| 3
49180(21(36|55| 5 (38(69]|16
29(60| 7 |40|71(12|54|73|23
10|41|72|24|52|74| 8 (30|58
2648|76| 1 |32|63(15(43(65
6 |34|56|17(39(67|19|50]|81

Abb. 11.189: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Variante 2)

Da man alle Moglichkeiten fiir die Klein- und Grofibuchstaben miteinander kombinieren kann, ergeben
sich 72-72 = 5184 unterschiedliche bimagische Quadrate, von denen aber nur 1296 wirklich verschieden
sind.

Transformationen 1

Hat man ein bimagisches Quadrat mit dem algebraischen Muster von Portier erstellt, lassen sich durch
Vertauschen von Zahlen weitere bimagische Quadrate erzeugen. Fiir die erste Transformation wird das
gesamte Quadrat in neun Teilblocke der Grofie 3 x 3 unterteilt. Dabei bilden die drei waagrecht nebenein-
ander liegende Blocke jeweils ein Rechteck.

Fiir diese Transformation wird zusétzlich eine beliebige Permutation der Zahlen 1, 2 und 3 benotigt,
die die Reihenfolge festlegt, in der die Zahlen in die Zielblocke und dort in die Zielspalten eingetragen
werden. Im folgenden Beispiel wird die Reihenfolge 3, 1, 2 benutzt.
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Die drei Blocke des oberen Rechtecks werden von links nach rechts ausgelesen. Man beginnt im linken
Block und liest jeweils drei Zahlen vom oberen Rand diagonal nach rechts unten aus. Dabei werden die
Zeilen und Spalten innerhalb von jedem Block zyklisch betrachtet, so dass der 3 x3 - Block nie verlassen
wird. Sind drei Zahlen ausgelesen worden, fahrt man mit der rechts daneben liegenden Diagonale fort.

Die Zahlen des ersten Blocks werden in den ersten durch die Permutation festgelegten Block, hier also
Block 3, eingetragen. Dort werden die Zahlen senkrecht untereinander eingetragen, wobei die Reihenfol-
ge der Spalten wieder durch die durch die Permutation festgelegt ist. Also wird die erste Diagonale in
die durch die Kennziffer 3 festgelegte Spalte eingetragen, die zweite in die Spalte mit der Kennziffer 1

und die dritte Spalte in die noch verbleibende Spalte 2 des Zielblocks.
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Sind die Zahlen eines Blocks alle in das Zielquadrat tibertragen worden, folgt der nédchste Block des
Rechtecks im Ausgangsquadrat. Durch die gewéhlte Reihenfolge folgt jetzt der Zielblock mit der Kenn-
ziffer 1, in den die Diagonalen wieder in der Reihenfolge der Spalten 3, 1 und 2 eingetragen werden.
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Entsprechend verfdhrt man mit dem letzten Block des oberen Rechtecks. Danach folgen die drei Blo-
cke des mittleren Rechtecks. Mit jedem Rechteck wandert der zuerst zu bearbeitende Block nach rechts,
so dass man jetzt mit Block 2, also dem mittleren Block, beginnt. Unabhdngig von dem verschobenen
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Ausgangsblock, werden die Zielblocke und die Zielspalten wieder durch die Reihenfolge der Permutati-
on festgelegt. Damit werden die Zahlen des mittleren Ausgangsblockes wieder in Block 3 des mittleren
Rechtecks eingetragen.

Block 1 Block 2 Block 3 Block 1 Block 2 Block 3
1 2 3|11 2 3|1 2 3 1 2 3|11 2 3|1 2 3
68(18|37|79|20 |51 (57| 4 |35 205179 4 |35|57(18|37 (68
7522|5359 9 (28(70|11 42 28(59| 9 |42|70 (1153|7522
61| 2 |33|66|13(44(77 |27 |46 6613|4477 |27 |46(61| 2 |33
45164 (14 (47|78|25|31 (62| 3 78 |25 | 47
49180(21|36|55| 5 [38(69]|16 5136 (55
29(60| 7 |40|71(12|54|73|23 4071 |12
10(41|72|24)|52|74| 8 |30|58

2648|761 |32|63[15(43 (65

6 |34(56(17]39|67)|19|50]|81

Ebenso verfahrt man mit den restlichen Blocken, wobei sich der Ausgangsblock des unteren Rechtecks
jetzt am rechten Rand befindet. Insgesamt ergibt sich das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.190.

205179 4 |35|57(18|37 (68
28|59| 9 |42|70 (1153|7522
66|13|44|77 |27 |46(61| 2 |33
62| 3 |31|64|14(45(78 (25|47
16|38(69(21(49|80| 5 36|55
54(73|23129|60| 7 |40|71|12
4117211052 (74(24|30|58| 8
7626|4863 | 1 (3265|1543

Abb. 11.190: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Transformation 1)

Transformation 2

Eine zweite Transformation verlduft ganz dhnlich. Das Ausgangsquadrat wird in Blocke und Rechtecke
aufgeteilt und man benétigt wieder eine Permutation der Zahlen 1, 2 und 3 fiir die Zuordnung der Ziel-
blocke und Zielspalten. Allerdings wird das bimagische Ausgangsquadrat bei dieser Variante von rechts
nach links ausgewertet.

Mit der Permutation (2, 3,0) werden die Zahlen des rechten oberen Blocks in den zweiten Block des
Zielquadrates iibertragen.
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Wenn das gesamte obere Rechteck abgearbeitet ist, verschiebt sich wieder der Ausgangsblock im mittle-
ren Rechteck, bei dieser Variante allerdings nach links.
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Entsprechend verfahrt man mit den restlichen Blocken, wobei sich der Ausgangsblock des unteren Recht-
ecks jetzt am linken Rand befindet. Insgesamt ergibt sich das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.191.
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Abb. 11.191: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Transformation 2)




Transformation 3

Man kann aus einem bimagischen Quadrat auch weitere bimagische Quadrate erzeugen, wenn man es
zundchst in drei Rechtecke der Grofie 9 x 3 unterteilt. Ordnet man diese Rechtecke dann entweder in der
Reihenfolge 2, 3,1 oder der Reihenfolge 3, 1,2 neu, entsteht ein neues bimagisches Quadrat. Fiir das
bimagische Quadrat der Abbildung 11.192 ist die Reihenfolge 2, 1,3 fiir Anordnung der horizontalen
Rechtecke gewadhlt worden.

1(32|63|26(48|76|15(43|65 36|55(5(49|80(21(38|69(16
1117(39]|67| 6 [34]|56|19(50]|81 2 140171(12]29|60| 7 |54|73|23
24152 (74110|41(72| 8 |30(58 47178 (2545|164 (14|31|62( 3
36 (55| 5 (49(80(21|38|69]|16 59| 9 [28|75(22|53|70|11|42
2 (40(71(12(29|60| 7 |54|73|23 3(66(13(44(61| 2 |33|77|27 |46
47178 (25(45(64|14|131|62]| 3 79(20(51(68]|18|37|57| 4 |35
59 (9 (28(75]|22|53|70]|11|42 132|163|26|48|76(|15(43 (65
3166|13|44161| 2 [33(77(27 |46 111713967 | 6 [34(56|19|50|81
79120|51(68(18|37 (57| 4 |35 24152 (74110|41(72| 8 |30(58
a) bimagisches Quadrat b) horizontaler Austausch

Abb. 11.192: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Transformation 3)

Transformation 4

Ebenso kann man das bimagische Ausgangsquadrat in drei Rechtecke der Grofie 3 x9 unterteilen. Auch
hier existieren die beiden Moglichkeiten, die Rechtecke in den Reihenfolgen 2,3, 1 bzw. 3, 1,2 neu an-
zuordnen. In beiden Féllen entsteht wieder ein bimagisches Quadrat. Im Beispiel der Abbildung 11.193
ist die Anordnung der vertikalen Rechtecke in der Reihenfolge 3, 1, 2 gewdhlt worden.

1 2 3 3 1 2
2 136(58|24|46|80(16|41 |66 16|41(66| 2 |36(58|24|46 |80
15|37 (717 |32(57|20|54 (76 20154 (7615|137 71| 7 |32|57
25150 (75]11|45(67| 6 |28 (62 6 |28(62|25|50|75(11|45|67
31|56(9 [53|78|19(39|70]|14 39|70(14(31(56| 9 |53|78]|19
44169 (1030|615 (49|74 |27 49174 (27 |44169(10|30|61( 5
48179(23(40(65|18|35|60| 1 35|60 1 (48]|79]|23|40|65]|18
63| 4 (29(73(26|51|68|12|43 68|12 (43 (63| 4 |29|73|26|51
64|17 (42 (59| 3 |34|81|22|47 81122476417 (42(59| 3 |34
77 121|52(72(13|38(55| 8 |33 5518 (33|77|21|52|72|13(38
a) bimagisches Quadrat b) vertikaler Austausch

Abb. 11.193: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Transformation 4)

Transformation 5

Man kann auch beide Transformationen hintereinander ausfiihren, um weitere bimagische Quadrate zu
erzeugen. In diesen Fillen stehen sogar fiinf unterschiedliche Anordnungen zur Auswahl.
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231 312 132 213 321

Die gewdhlte Reihenfolge muss allerdings sowohl fiir den horizontalen als auch die vertikalen Austausch
verwendet werden. Im Beispiel der Abbildung 11.194 wurden die Rechtecke zunéchst horizontal und
danach vertikal mit der neuen Reihenfolge 3, 1,2 ausgetauscht.

1 2 3 3 1 2
3123(16|58|81|65|35|46(42 51|44128(25(12| 5 (74|67 |63
1162(73169(30(50(43| 4 |27]|11 31201139 (78|71]|55(52|39]|32
31|54(38| 8 |19|15|57|77(70 79166|59(47(40|36(24|17| 1
14| 7 [21)|72]|56(76|37|33|53 35146 (42| 3 |23|16|58|81 65
2 (64(60(80(41)|34|48|18]| 2 |22 1|4 127|11]62(73(69|30|50/43
45(29(49|10| 6 | 2668|6175 57(77|70|31|54(38| 8 [19]15
25112 5 |74|67|63|51|44(28 37133|53 (14| 7 |21|72|56|76
3178|71(55]52139(32|20|13( 9 2 118| 2 (22]|64|60(80|41|34(48
47140(36|24|17| 1 (79|66 (59 68|61(75|45129(49|10| 6 |26
a) bimagisches Quadrat b) hor./vert. Austausch

Abb. 11.194: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Transformation 5)

Im Beispiel der Abbildung 11.195 wurden dagegen die Rechtecke zunéchst vertikal und danach horizon-
tal ausgetauscht. Die Rechtecke wurden dabei in der Reihenfolge 2, 1, 3 neu angeordnet.

1 2 3 2 1 3
4 120|18|57|79(68|35(51|37 77 166|61(27 (13| 2 [46|44|33
1(30(52|41)|8 (2410587472 2119|176 |50|39(34|81|67 |56
62|78 (6431|147 (45| 3 |25(14 54140129(73|71]|60(23|12| 7
271132 |77|66|61|46|44 (33 57179168 4 [20]|18|35|51|37
2 [50(39(34(19|17| 6 |81|67 |56 1|18 |24|10|30(52|41|58|74|72
73171(60(54140|29|23|12| 7 31|47 (45(62|78|64| 3 |25|14
1119 |22|70(59(75|42|28|53 70(59 (75|11 9 |22|42|28|53
3 143132(48|15| 1 (26|65]|63|76 3 115|11(26|43|32(48|65|63|76
69|55(80|38|36(49|16| 5 |21 38136(49|69|55(80|16| 5 |21
a) bimagisches Quadrat b) vert./hor. Austausch

Abb. 11.195: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Portier, Transformation 5)
Transformation 6

Bei den bimagischen Quadraten, die mit dem algebraischen Muster von Portier erzeugt worden sind,
findet man in jedem Teilquadrat der Ordnung 3 eine Zeile, deren Zahlen addiert 42 ergeben. Betrachtet
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man zusitzlich die Summe ihrer Quadrate, so gibt es zu vier Zeilen jeweils eine Partnerzeile mit den
gleichen Summen, wihrend die neunte Zeile keine Ubereinstimmung mit einer anderen Zeile besitzt.

54274+10=18+1+23 =42 52 +272 +10% = 182 + 12 +23% = 854
T+20+15=13+8+21 =42 72420 +152 =132+ 8>+ 212 =674
11464+25=3+224+17=42 11246 +252 =32 +222 417 =782
24416+2=26+12+4=42 24% 4 16% + 2% =262 + 122 + 4> =836

19+ 14+9 =42 19% 4 14% + 9% = 638

Die zueinander passenden Zeilen in den Teilquadraten sind im bimagischen Ausgangsquadrat der Ab-
bildung 11.196a in der gleichen Farbe markiert worden. Die vier zueinander gehorenden Zeilenpaare
werden nun gegeneinander ausgetauscht, wobei die Reihenfolge der Zahlen umgekehrt wird. Da die ver-
bleibende neunte Zeile keine Partnerzeile besitzt, werden die drei Zahlen in der Zeile selbst umgekehrt,
d.h. die erste Zahl wird mit der dritten Zahl vertauscht. Das Ergebnis ist das verdnderte bimagische
Quadrat aus Abbildung 11.196b.

5127|10(30|49|44(61|74|69 23| 1 (1830|4944 (61 (74|69
3447 (42|59|81(64| 3 |22|17 34(47|42159|81(64|25| 6 |11
5776 (71| 7 [20|15|32|54 |37 57(76|71)|21| 8 (1332|5437
18| 1 |23(40|35|48(65(60|79 10(27| 5 (40(35|48|65|60|79
38|33|52|72|55(77 (13| 8 |21 38(33|52|72|55(77(15|20( 7
67162 |75(11| 6 [25(45|28|50 6762|75|17|22| 3 [45(28 (50
531391317870 |56 5339131787056
51(43(29|73(68|63|26|12| 4 51(43(29)|73|68(63|2 |16(24
80|66|58(24|16| 2 (46 (41|36 80|66(58| 4 |12|26(46 (41|36
a) bimagisches Quadrat b) verdndertes bimagisches Quadrat

Abb. 11.196: Bimagisches Quadrat durch waagrechte Transformationen (Portier, Transformation 6a)

Neben der Summe treten bei den Summen der Zeilen in den Teilquadraten mit 123 und 204 nur noch
zwei weitere Summen auf. Die zugehorigen Transformationen erzeugen auch bei diesen Summen wieder
bimagische Quadrate.

Statt in den Teilquadraten nach Ubereinstimmungen bei waagrechten Zeilen zu suchen, kann man auch
die Spalten untersuchen. In diesem Fall gibt es auch mit 96, 123 und 150 nur drei unterschiedliche Sum-
men, die auftreten Betrachtet man etwa Spalten mit der Summe 96, findet man wieder vier Paare von
Spalten, bei denen auch die Summe der Quadrate tibereinstimmen.

Tauscht man die vier Spaltenpaare wieder gegeneinander aus, wobei die Reihenfolge der Zahlen umge-
kehrt und kehrt die Zahlen der verbliebenen neunten Spalte wieder in sich um, entsteht das bimagische
Quadrat aus Abbildung 11.197b.
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6 126(10|29|49(45|61|75(68 58(26(10|35|49|45| 3 |75|68
34148(41160|80(64| 2 |22(18 3048 |41| 4 |180(64|62|22|18
56|76 (72| 7 |21|14|33|53|37 8 |76|72|57|21|14|31|53(37
17 24140)|136(47)166(59|79 17 24140(28|47166( 5 (79
39 52171|55(78|13| 9 (20 39 5217119 (7813 |55(20
67 741121 5 | 25|44 28|51 67 74112159 (25|44 (36|51
19|15| 8 |54(38(31|77|70|57 19|15|56|54(38(33(77(70]| 7
50(43(30(73|69|62|27|11| 4 50(43(34|73(69| 2 |27|11]60
81|65|58|23(16| 3 [46|42|35 81|65 6 |23|16(61)46(42(29
a) bimagisches Quadrat b) verandertes bimagisches Quadrat

Abb. 11.197: Bimagisches Quadrat durch senkrechte Transformationen (Portier, Transformation 6b)

Neben den Zeilen und Spalten kann man in den neun Teilquadraten auch gebrochene Diagonalen be-
trachten, die vom oberen Rand schrédg nach rechts unten verlaufen. Wenn von den Zahlen auf diesen
Diagonalen die Summe gebildet wird, treten nur die Summen 114, 120, 123, 126 und 132 auf. Untersucht
man zusdtzlich auch die Summen der quadrierten Zahlen, ergeben sich auch hier wieder vier Paare mit
gleichen Summen und eine Diagonale ohne zugehorigen Partner.

Wenn man die Transformation wie bei den Zeilen und Spalten vornimmt, entsteht auch hier ein neues
bimagisches Quadrat. Ein solches Beispiel ist in Abbildung 11.198b analysiert, wobei die Diagonalen alle
die Summe 114 besitzen.

7 156(33|21|76|53|14|72|37 7 120133|55]76(53|14|72|39
23181(46|16|65(42| 3 | 58|35 23181|30|1611(42|73|58]|35
12167 |44| 5 |63(28|25|74|51 6467|445 |63|48|25]| 2 |51
29| 6 [61]49]26 45110 (68 4716 [61]49]26 45166 | 68
5411977 15(70|31| 8 |57 54 57|77 15(70/31| 8 [19
40117 (66|36 59 (47 (2479 40117(10(36 59129 (24|79
60(34| 2 |80|48(22|64|41]|18 60(34|74|80(28|22|12|41|18
73150127 (69(43|11(62|30| 4 3150(27|69|43(65|62|46| 4
71139|13|55(32| 9 (78|52|20 71137113|21132|9 |78]|52|56
a) bimagisches Quadrat b) verandertes bimagisches Quadrat

Abb. 11.198: Bimagisches Quadrat durch rechtsdiagonale Transformationen (Portier, Transformation 6c)

Entsprechend kann man auch die gebrochenen Diagonalen betrachten, die vom oberen Rand aus schrig
nach links unten verlaufen. Auch hier treten nur die Summen 114, 120, 123, 126 und 132 auf und man
kann alle Erkenntnisse der anderen Transformationen auf diesen Fall iibertragen. Ein Beispiel eines bima-
gischen Quadrates, welches mit einer solchen Transformation erzeugt wurde, ist in Abbildung 11.199b zu
sehen. Bei diesem Beispiel besitzen die Summen der Zahlen auf den Diagonalen alle die Summe 120.
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8 119|15)|30(50(43|58(81(65 8 |61]|15|30|50(37|22(81|65
31|54(38(62(73|69| 3 |23|16 49154 (38(62| 7 |69 3 |23|64
57177170 4 [27|11(35|46|42 57177110(76]27|11|35|34|42
10| 6 [26)41|34(48|72|56(76 701 6 |26|41|46(48|72|56| 4
45129(49164160(80|14| 7 |21 45129(31|16|60(80|14|73|21
68|61 (75|18 2 (2237|3353 6819|75(18| 2 | 58|43 |33|53
24 |17 52139|32|74(67 |63 24|17 28139(32|74]113|63
47 36|78|71(55|25|12( 5 47 36|78(71|25|55(12( 5

66|59(20(13| 9 |51|44]|28 66(59(20(67| 9 |51|44]|52

a) bimagisches Quadrat b) verandertes bimagisches Quadrat

Abb. 11.199: Bimagisches Quadrat durch linksdiagonale Transformationen (Portier, Transformation 6d)

Bei den bisherigen Transformation hat die Summe 123 bereits eine Sonderrolle gespielt, da sie in allen
vier Fillen auftritt. Sie bietet aber noch eine zusitzliche Besonderheit, da sie eine weitere Transformation
gestattet. Ersetzt man in den neun Gruppen alle Zahlen jeweils durch ihre zu n? + 1 komplementire
Zahl, entsteht wieder ein bimagisches Quadrat. Dies gilt unabhédngig davon, ob die Gruppen von drei
Zahlen in den Zeilen, Spalten oder Diagonalen der Teilquadrate gebildet werden.

Im Beispiel der Abbildung 11.200b werden die neun Gruppen mit der Summe 123 aus den Zeilen der
Teilquadrate gebildet.

9 |58(29|23|75(52|10|71 (42 9 |58(29|23|75(52|72|11(40
14166 43| 1 (62(33|27|76|47 68(16(39| 1 (62|33|27|76|47
19|80|51|18(67 (38| 5 |57|34 19(180(51|64 (15|44 |5 (57|34
56 (36| 4 [79(50|21(69|37 |17 5636 4 [79]|50(21|13|45|65
70141112 (60(28| 8 (74|54 |22 12|141(70|60(28| 8 |74 |54 |22
7846|126 (65(45]|13(61|32]| 3 78146|26(17|37(69|61|32| 3
312 |63|48(25(77|44|15|64 31| 2 |163|48|25(77|38|67|18
39|16(68|35( 6 |55/49|20|81 43166 (14|35| 6 [55]49(20(81
53(24(73|40|11|72|30| 7 |59 53(24(73(42(71|10|30| 7 |59
a) bimagisches Quadrat b) verandertes bimagisches Quadrat

Abb. 11.200: Bimagisches Quadrat durch Austausch mit komplementédren Zahlen (Portier, Transformation 6e)

Die folgende allgemeine Analyse dieser Transformationen von bimagischen Quadraten bezieht sich auf
die Hauptvariante von Portier, wo eine der acht Basiszeilen aus Tabelle 11.22 in eine Zeile, Spalte, Diago-
nale oder ein Teilquadrat eingetragen wird, um die zugehorige Belegung zu bestimmen.

Tragt man bei der waagrechten Transformation die acht Basiszeilen aus Tabelle 11.22 in die Zeilen des
Musterquadrates ein und bestimmt hieraus die zugehorige Belegung, so treten bei den Zeilensummen in
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den neun Teilquadraten der Ordnung 3 nur die Zahlen 42, 123 und 204 auf. Auch wenn man die bima-
gischen Reihen in Spalten, Diagonalen oder Teilquadrate einfligt, ergeben sich immer ganz bestimmte
Summen. Die Ergebnisse der hiermit durchgefiihrten Transformationen ist in Tabelle 11.25 angegeben.

waagrechte Transformation

bimagische Reihen auftretende Summen transformierte Quadrate

Zeilen 42 103 204 immer bimagisch

Spalten 96 123 204 1 bimagisch und % nur magisch
Diagonalen 114 120 123 126 132 immer bimagisch

Teilquadrate 42 123 204 immer bimagisch

Tab. 11.25: Ergebnisse der waagrechten Transformationen

Ahnliche Ergebnisse erhdlt man bei der senkrechten Transformation.

senkrechte Transformation

bimagische Reihen auftretende Summen transformierte Quadrate

Zeilen 96 123 204 % bimagisch und % nur magisch
Spalten 42 103 204 immer bimagisch

Diagonalen 114 120 123 126 132 immer bimagisch

Teilquadrate 96 123 204 immer bimagisch

Tab. 11.26: Ergebnisse der senkrechten Transformationen

Vollkommen anders sieht die Situation bei den beiden diagonalen Transformationen aus.

diagonale Transformationen

bimagische Reihen auftretende Summen transformierte Quadrate
Zeilen 114 120 123 126 132 % bimagisch und % nur magisch
Spalten 123 immer bimagisch
114 120 126 132 nur magisch
Diagonalen 123 immer bimagisch
42 96 150 204 nur magisch
Teilquadrate 123 immer bimagisch
114 120 126v132 nur magisch

Tab. 11.27: Ergebnisse der senkrechten Transformationen

Bei den Hauptvarianten 1 und 2 ist die Situation nur zum Teil dhnlich. In vielen Fillen fiihren diese Trans-
formationen zu weiteren bimagischen Quadraten, aber nicht in allen. Da eine Analyse fiir eine Aufteilung
der verschiedenen Transformationsarten und der jeweils 72 moglichen Kombinationen fiir die Grof3- und
Kleinbuchstaben sehr komplex ist, wurde hierauf verzichtet. So kann man bei diesen beiden Varianten
nur experimentieren, wobei man allerdings sehr viele bimagische Quadrate als Ergebnis erhalten wird.
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11.2.4 Tarry — Cazalas

Eine mathematische Methode zur Konstruktion bimagischer Quadrate der Ordnung n = m? stammt von
Tarry und wurde von Cazalas noch etwas verfeinert.’®:3° Dieses Verfahren wird hier fiir den Spezialfall
der Ordnung n = 32 = 9 beschrieben und kann leicht auf andere Dimensionen iibertragen werden. Um
es zu verstehen, miissen zunéchst einige Begriffe niher erkldrt werden. Unter einer arithmetische Serie
(r)m versteht man die Folge von Termen

0O r 2r 3r ... (m—1Dr

wobei alle Zahlen modulo m berechnet werden. (2)5 ist damit eine abkiirzende Schreibweise fiir die fiinf
Zahlen

02 413

Eine Erweiterung dieser Schreibweise stellt die arithmetische Serie zweiter Ordnung (r1, r2),, dar, wobei
ro nicht in der Serie (1), entha}fcen sein darf. Hiermit ist die Folge von Termen aus Tabelle 11.28 gemeint,
bei der die m? Zahlen nur der Ubersichtlichkeit halber in einer Tabelle angeordnet wurden.

0 r 2r m—1r
mn+0 rn+r mn+2r mn+m-1)r
2rp+0 2ry+r 2rp+2r 2+ m—1Dr

m—-1r+4+0 m—-—1Dr+r m—1r+2r m—-—1Drp+m-—1r

Tab. 11.28: m? Zahlen der arithmetischen Serie ri,r)m

Bei der Serie (2, 4)s5 ergeben sich beispielsweise mit r1 =2 und r, = 4 die 25 Zahlen aus Tabelle 11.29.

(2,4)s
0 2 4 1 3
4 1 3 0 2
3 0 2 4 1
2 4 1 3 0
1 3 0 2 4

Tab. 11.29: m? Zahlen der arithmetischen Serie (2, 4) 5

Bestehen in diesen Serien die Zahlen r; und r, aus mehreren Ziffern, sind die einzelnen Ziffern immer
getrennt voneinander zu betrachten. Jede Berechnung wird also immer nur mit Ziffern an der gleichen
Position durchgefiihrt. Die 25 bzw. 9 Zahlen der nédchsten beiden Beispiele sind in Tabelle 11.30 wieder
in Tabellenform angegeben, obwohl es sich in beiden Fallen nur um Zahlenfolgen handelt.

38 Tarry [544]
39 Cazalas [79] S. 45-68
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(14,23)s (0112, 1022)3

00 14 23 32 41

23 32 41 00 14 0000 0112 0221
41 00 14 23 32 1022 1101 1210
14 23 32 41 00 2011 2120 2202

32 41 00 14 23

Tab. 11.30: m? Zahlen der arithmetischen Serien (14, 23)5 und (0112, 1022)3

Eine wirkliche Tabelle erhilt man dagegen mit zwei dieser Serien (r1, 2),, und (s1, s2)m . Tabelle 11.31 ist
allerdings nicht vollstandig ausgefiillt, damit sie iibersichtlich und damit verstidndlich bleibt. Da es sich
aber um eine Additionstabelle handelt, lassen sich die fehlenden Eintridge aus den Termen der linken
Spalte und der obere Zeile erganzen.

0 r 2r r r+ri r+2r; 21 2rpo4r1 |2rn+2r;
51 s1+r1 s1+2r; s1+r
251 2s14+r [2s14+2r1| 251+
$2 2+ s>+ 21 §2+ 1
s2 + 81
s2 425
257
250+ 51
285y + 281

Tab. 11.31: Tabelle mit den arithmetischen Serien (r{, r2),; und (sq, $2)m

In Tabelle 11.32 ist ein vollstandiges Beispiel fiir die Serien (0111, 1021)3 und (2021, 0122)3 angegeben.

0 r 2r r rn+ri rn+2n 2r 2rp4r1 2r0 421
0 0000 0111 0222 1021 1102 1210 2012 2120 2201
S 2021 2102 2210 0012 0120 0201 1000 1111 1222
251 1012 1120 1201 2000 2111 2222 0021 0102 0210
52 0122 0200 0011 1110 1221 1002 2101 2212 2020

52+ 51 2110 2221 2002 0101 0212 0020 1122 1200 1011
s2+2s1| 1101 1212 1020 2122 2200 2011 0110 0221 0002
257 0211 0022 0100 1202 1010 1121 2220 2001 2112
25y + 51| 2202 2010 2121 0220 0001 0112 1211 1022 1100
252+ 251 1220 1001 1112 2211 2022 2100 0202 0010 0121

Tab. 11.32: Tabelle mit den arithmetischen Serien (0111, 1021)3 und (2021, 0122)3

Tarry benutzt fiir die Konstruktion eines bimagischen Quadrates der Ordnung » = 9 mit (r1, )3 und
(s1, $2)3 zwei dieser Serien. Wenn s nicht in der Serie (r1,r)3 und s> nicht in der Serie (r1, r2, s1)3
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vorkommen, werden mit diesen beiden Serien jeweils m? = 9 verschiedene Zahlen erzeugt. Nun belegt
man die obere Zeile des Zielquadrates mit den Zahlen der Serie (r1, r2)3 und die linke Spalte mit (s1, 52)3 .
Das Zielquadrat wird als Additionstabelle betrachtet und man addiert fiir alle Zellen die entsprechenden
Zahlen aus der obere Zeile und der linken Spalte.

Tarry interpretiert die vier Ziffern a, b , ¢ und d einer Zahl im Zahlensystem zur Basis 3 und berechnet
damit die zugehorige Zahl d im Zehnersystem.

d=a-33+b-3>+c-3+d

Er fand heraus, dass das entstehende Quadrat bimagisch ist, wenn drei Bedingungen erfiillt sind, wobei
alle Berechnungen modulo m = 3 ausgefiihrt werden.

e Die Determinante der Serie (rq,r2)3 muss ungleich 0 sein

e Die Determinante der Serie (s1, s2)3 muss ungleich 0 sein

e Die Determinanten fiir die beiden Serien (r1 + 51, r2 + 52)3 und (r; — s1, r2 — 52)3 miissen ungleich

0 sein.

Dabei stellen die ersten beiden Bedingungen sicher, dass das entstehende Quadrat semi-bimagisch ist.
Wenn die beiden weiteren Determinanten in Bedingung 3 ungleich 0, sind auch die Diagonalen und
damit das gesamte Quadrat bimagisch.

Dabei ist die Determinante einer Serie (ajazazas, bibabsbs) ungleich 0, wenn alle sechs Kombinationen
von Ziffern a; und b; mit i # j eine Differenz

ai-bj—aj-b;

ergeben, die von 0 verschieden ist. Fiir die beiden Serien (r1, r2)3 = (0111, 1021)3 und (s1, 52)3 = (2021, 0122)3
aus Tabelle 11.32 ergeben sich beispielsweise folgende Werte:

(r1,r2)3 = (0111, 1021)3 (s1,82)3 = (2021, 0122)3
0-0-1-1 = -1 2 2:-1-0-0 = 2 = 2
0-2—-1-1 = -1 = 2 2.2-2-0 = 4 =1
0-1-1-1 = -1 = 2 2:2—-1-0 = 4 =1
1-2—-1-0 = 2 = 2 0-2—-2-1 = =2 = 1
1-1-1.0 = 1 =1 0-2—-1-1 = -1 = 2
1-1—-1-2 —1 2 2:2—1-2 2 2
(r1 +s1,r2+52)3 = (2102, 1110)3 (r1 —s1,r2 —s2)3 = (2102, 1110)3
2-1—=1-1 1 1 1-2—-1-1 1 1
2:1-0-1 = 2 =2 1-0-2-1 = =2 = 1
2:0-2-1 = =2 = 1 1-2-0-1 = 2 =2
1-1-0-1 = 1 = 1 1-0-2.2 = -4 = 2
1-0-2-1 = =2 =1 1-2-0-2 = 2 =2
0-0—-2-1 -2 =1 2:2-0-0 4 1

Bei diesem Beispiel sind die Bedingungen von Tarry erfiillt, so dass sich ein bimagisches Quadrat ergibt.
Dazu muss man nur noch die Zahlen aus Tabelle 11.32 aus dem Dreiersystem in das Zehnersystem um-
rechnen, alle Zahlen um 1 erh6hen und es ergibt sich das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.201.
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1({14(27|35|39|49|60(70|74
62|66|76| 6 |16 (20|28 (41|54
33|43|47|55|68 (81| 8 [12|22
1819 5 {40|53|30|65|78]|61
67 (80|57 |11|24| 7 |45|46|32
38(51(34|72|73(59(13|26| 3
2319 10)|48|31(44|79|56(69
75|58|71|25| 2 [15|50(36 (37
5229|4277 63|64 (21| 4 |17

Abb. 11.201: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Tarry - Cazalas)

Ein zweites Beispiel soll die Benutzung der arithmetischen Serien noch einmal verdeutlichen. Mit den Se-
rien (r1,r2)3 = (0112, 1022)3 und (s1, s2)3 = (2210, 2102)3 ergeben sich zunichst die Zahlen aus Tabelle
11.33.

0 r 2r r n+r rn+2n 21 2rp4+r1 2rn+2n
0 0000 0112 0221 1022 1101 1210 2011 2120 2202
51 2210 2022 2101 0202 0011 0120 1221 1000 1112
251 1120 1202 1011 2112 2221 2000 0101 0210 0022
52 2102 2211 2020 0121 0200 0012 1110 1222 1001

52 + 51 1012 1121 1200 2001 2110 2222 0020 0102 0211
s2+2s1| 0222 0001 0110 1211 1020 1102 2200 2012 2121
252 1201 1010 1122 2220 2002 2111 0212 0021 0100
2s0+s1| 0111 0220 0002 1100 1212 1021 2122 2201 2010
252 +2s1 2021 2100 2212 0010 0122 0201 1002 1111 1220

Tab. 11.33: Tabelle mit den arithmetischen Serien (0112, 1022)3 und (2210, 2102)3

Da alle Determinanten ungleich 0 sind, sind die Bedingungen von Tarry erfiillt und mit der Umrechnung
der Zahlen in das Zehnersystem, wobei man alle Zahlen um 1 erhoht, ergibt sich das bimagische Quadrat
in Abbildung 11.202.

1115|26|36(38|49|59|70|75
76(63|65|21| 5 1653|2842
43148(32(69|80|55(11 (22| 9
6677|6117 |19| 6 (40|54 29
33|44|46|56|67 81| 7 (12|23
27| 2 |13]|50|34(39(73(60(71
47131|45(79(57|68|24| 8 |10
14 (25| 3 [37|51|35|72|74|58
62(64|78| 4 |18(20|30|41 |52

Abb. 11.202: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Tarry - Cazalas, Beispiel 2)
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Insgesamt existieren fiir diese Methode 2304 verschiedene arithmetische Serien, mit denen sich unter-
schiedliche bimagische Quadrate erzeugen lassen.

11.2.5 Hendricks

John R. Hendricks hat ein Verfahren entwickelt, mit dem man bimagische Quadrate der Ordnung n = m?

konstruieren kann, wenn m eine ungerade Zahl ist. Dieses Verfahren soll am Beispiel der Ordnung n =9,
also m = 3, vorgestellt werden.*

Die Positionen der Zellen innerhalb des Quadrates werden bei diesem Verfahren im Zahlensystem zur
Basis m angeben. Fiir eine beliebige Position (s, z) gilt dann

s=m-52+ 51

z=m-22+ 21

mit 0 <s; <m—1 und 0 <z <m — 1 gilt. Damit ergibt sich beispielsweise fiir die Position (3, 7) mit
den Ziffern des gewéhlten Zahlensystemes die interne Darstellung (10, 21).

Hendricks legt den Ursprung des Koordinatensystemes in die linke obere Ecke, wéhrend sonst in die-
sem Dokument durchgehend immer die linke untere Ecke gewdhlt wird. Da sich allerdings durch die
Festlegung von Hendricks bei diesem Verfahren deutlich einfachere Gleichungen ergeben, soll dieses
Koordinatensystem ausnahmsweise beibehalten werden.

Zusitzlich wird eine 4 x4 - Matrix benutzt, mit deren Koeffizienten aus den Ziffern der Zellenposition
vier weitere Zahlen d3, d», d; und d berechnet werden (modulo m).

d3 =c31-52+c3-51 +¢33-22+ €34 21
dy=cp1-s2+cn-s1+ 2322+ 21
dy=ci1-s2+cn-s1+ci3-22+c14-21
do = co1 - s2 +co2 - 51+ €03 - 22 + Co4 - 21

Mit diesen vier Zahlen wird dann die Zahl x berechnet, die in die Zelle mit der Position (s, z) eingetragen
wird.

x=m3'd3+m2od2+mod1'+d0+l

Alle Koeffizienten der Matrix C miissen kleiner als m sein und die Summe der Koeffizienten in allen
Zeilen und allen Spalten muss jeweils 4 ergeben. Ein Beispiel einer solchen Koeffizientenmatrix ist in
Abbildung 11.203 angegeben.

€31 €32 €33 C34 1120
C = €21 €22 €23 C24 C = 2101
Cl1 C12 C13 Cl4 0211
€01 €02 €03 Co4 1012

Abb. 11.203: Koeffizientenmatrix

40 Hendricks [188]
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Mit dieser Koeffizientenmatrix ergeben sich folgende Gleichungen fiir die Berechnung der Zahlen d3, d>,
dy und dp, die modulo m durchgefithrt werden muss.

dz = s + 51+ 22

d = 25 + s + 21
dy = 251 + 22 4+ oz
dy = 52 + 22+ 2z

Im Beispiel der Ordnung n = 9 ergibt sich die folgende Gleichung, mit der aus der Position (s, z) einer
Zelle die dort einzutragende Zahl x bestimmt werden kann.

x=27-d3+9-drb+3-di +dp+1

Zwei Beispiele sollen das Vorgehen konkret veranschaulichen. Im ersten Beispiel wird die Zahl berechnet,
die in die Zelle mit der Position (s,z) = (5,6) eingetragen werden soll. Im Zahlensystem lautet diese
Position demnach (12, 20) und es ergeben sich folgende Berechnungen:

d3=1-141-242-240-0=1424+44+0=7=1
d=2-141-240-24+1-0=24+240+0=4=1
d=0-142-241-241-0=04+44+24+0=6=0
d=1-140-241-242-0=1404+240=3=0

Mit diesen Faktoren kann die einzutragende Zahl x berechnet werden.
x=27-1+9-1+3-0+1-0+1=37

Im zweiten Beispiel soll die Zahl berechnet werden, die an der Position (s,z) = (3,7) eingetragen wer-
den soll. Zunidchst werden die Koordinaten dieser Zelle wieder in das Zahlensystem zur Basis m = 3
transformiert und es ergibt sich (s, z) = (10, 21) . Damit lauten die Berechnungen

d3=1-141-042-240-1=1404+44+0=5=2
d=2-141-040-241-1=240404+1=3=0
d=0-142-041-241-1=0404+24+1=3=0
dy=1-140-04+1-242-1=1404+24+2=5=2

und die einzutragende Zahl x kann berechnet werden.
x=27-24+9-04+3-04+1-2+1=57

Fiihrt man die Berechnungen fiir alle Zellen durch, erhilt man das erste semi-bimagische Hilfsquadrat
aus Abbildung 11.204a. Danach wird ein weiteres semi-bimagisches Hilfsquadrat konstruiert, indem man
die beiden Gleichungen zur Berechnung der Faktoren d3 und d, ebenso vertauscht, wie die Gleichungen
fiir di und dj.

d3s = 250 + 5 + 21
d = s + 51+ 22

d = 5 + 22 + 2z
dy = 2s1 + 22 + oz

Mit diesen neuen Gleichungen werden wieder die Zahlen berechnet, die in dieses Hilfsquadrat einzutra-
gen sind. (siehe Abbildung 11.204b)
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01|43(76|47|62|14|66|27|33 0]1139(74|67|24(32|52|63|17
1 (15|48|63(31|64|25(77| 2 |44 135|70|27(11|46|57 (77| 4 |42
2 126(32|65|45(78| 3 |61|13 |46 2 160(14(49|45(80( 7 |21|29 (64
3 159|11(53(24(30(72(40|73]|7 3123|131(69(62|16(54(38|73]| 3
4 170(22(28| 8 [41|74|54]|60]12 4 148 (56(10( 6 [41(76|72|26]|34
5175|1 9 (421052 (58(29|71|23 517919 (44|28|66|20(13|51|59
6 136|69(21(79| 4 (3717|5056 6 |18|53 |61 (75| 2 [37(33|68]|22
7138|805 (57|18 |51(19(34 |67 7140178 5 [25|36|71(55(12 |47
8 149|55(16|68|20(35| 6 |39|81 8 165(19(30|50|58(15| 8 |43|81

a) erstes Hilfsquadrat b) zweites Hilfsquadrat
Abb. 11.204: Semi-bimagische Hilfsquadrate

Nun markiert man im ersten Hilfsquadrat alle Zahlen, die sich in der oberen Zeile des zweiten Hilfsqua-
drates befinden. In Abbildung 11.205 erkennt man, dass sich in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine
dieser Zahlen befindet.

1(43(76|47|62|14|66|27|33
15(48 (63 (31|64 25|77 | 2 |44
26(32165|45|78| 3 (61|13 (46
59(11|53|24|30(72(40|73| 7
70(22|28| 8 |41(74|54|60|12
7519 |42]110|52 (5829|7123
3669|2179 4 |37(17|50(56
38|80| 5 |57|18(51(19(34(67
49155|16|68(20(35| 6 |39|81

Abb. 11.205: 1. Hilfsquadrat mit den Zellen aus der oberen Zeile des zweiten Hilfsquadrates

Da diese neun Zahlen addiert die bimagische Summe ergeben, werden sie jetzt durch das Vertauschen
von Zeilen auf die Nebendiagonale transformiert. Weiterhin zeigt sich, dass die dritte Spalte von rechts
des zweiten Hilfsquadrates jetzt auf die Hauptdiagonale fallt. Da sich aufierdem die Zeilen- und Spal-
tensummen nicht gedndert haben, ist dieses Quadrat jetzt bimagisch.

1(43(76|47|62|14|66|27|33
26(32165|45|78| 3 (61|13 (46
15(48 (63 (31|64 25|77 | 2 |44
59(11|53|24|30(72|40|73| 7
759 |42]110|52 (5829|7123
70(22|28| 8 |41(74(54(60(12
36(69(21|79| 4 [37|17|50(56
49155|16|68(20(35| 6 |39|81
38|80| 5 |57|18(51(19(34(67

Abb. 11.206: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Hendricks, Beispiel 1)
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Varianten

Eine erste Moglichkeit, weitere bimagische Quadrate zu erzeugen, besteht in einer veranderten Koeffizi-
entenmatrix. Insgesamt stehen 64 unterschiedliche Matrizen zur Auswahl, die die gestellten Bedingun-
gen erfiillen, beispielsweise

dy = 2580 + 51+ 22

d = 2s1 + 2 + oz
d = s + 5 + 2z
d = 5 + 222 + oz

Mit diesem Gleichungssysteme und seiner verdnderten Form werden zunéchst wieder die beiden semi-
bimagischen Hilfsquadrate erzeugt.

1149(70)59|26|38|36(75|15 1165(48)23|60|40|18(79|35
17 (29|77 (66| 6 [54(40|61|19 33|13|77|52| 8 [72(38|21|55
24145|57(79|110(31(47(68| 8 62|45|25(75|128 (11|67 (50| 6
3916027 (13|34(73(71| 2 |50 4312663 (29|12 |73 (51| 4 |68
52 (64| 4 |20(41|62|78|18|30 66|46| 2 |58|41(24|80|36|16
32|80(11|9 |48(69|55|22|43 1478|319 |70|53({19(56]|39
74 (14 |35|51(72| 3 |25|37 |58 76132|15|71|54| 7 |57|37|20
63121|42|28|76|16| 5 [53|65 27161|44(10|74(30( 5 (6949
67| 7 |46 (44|56 (23|12(33|81 4713 |64 |42|22(59(34(17 |81
a) Hilfsquadrat 1 b) Hilfsquadrat 2

Abb. 11.207: Zwei semi-bimagische Hilfsquadrate

Im ersten Beispiel wurden im ersten Hilfsquadrat die Zahlen aus der oberen Zeile des zweiten Hilfs-
quadrates markiert. Fiir diesen Schritt kann man aber auch jede andere Zeile auswéahlen. In Abbildung
11.208a ist fiir dieses Beispiel die untere Zeile ausgew&hlt worden. Im letzten Schritt werden die markier-
ten Zellen durch das Vertauschen von Zeilen auf die Nebendiagonale transformiert und man erhélt das
bimagische Quadrat aus Abbildung 11.208b.

1(49|70|59(26|38|36(75]|15 17129(77|66| 6 [54|40|61(19
17129(77|66| 6 [54|40|61(19 52164 4 (20(41]|62(78|18]|30
24145(57179|10|31(47]68| 8 63121(42|28|76|16| 5 |53 |65
39|60(27(13|34|73|71| 2 |50 1149|70159|26(38(36(75(15
52 (64| 4 |20|41]|62|78|18]30 39|60(27(13|34|73|71| 2 |50
32|80(11( 9 (48|69|55|22|43 7414 (35|51|72| 3 |25|37|58
74 (1435|5172 3 |25|37|58 24 |45(57(79|110|31|47)|68| 8
63121(42|28|76(16| 5 |53 |65 32180(11| 9 |48|69|55|22(43
67| 7 |46|44|56(23|12|33|81 67| 7 |46|44|56(23|12|33|81
a) markierte Zellen der unteren Zeile b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.208: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Hendricks, Beispiel 2)
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Fiir den letzten Schritt bietet sich aber auch eine alternative Moglichkeit an, denn man kann das bimagi-
sche Quadrat auch durch das Vertauschen von Spalten erzeugen, wie es in Abbildung 11.209 dargestellt
ist.

59( 1 (36]|26(49(75|38|70(15
66(17|40| 6 |29(61 (54|77 |19
79(24147110|145(68 |31 (57| 8
13139|71(34(60| 2 |73|27|50
20(52|78|41|64|18(62| 4 |30
9 132(55(48(80(22|69|11|43
51|74|25|72|14|37| 3 |35(58
28|63 5 |76|21|53(16|42(65
44167 (12|56| 7 |33 |23|46|81

Abb. 11.209: Bimagisches Quadrat durch Vertauschen der Spalten

Mit den aufgezeigten drei Varianten ist die Anzahl der Moglichkeiten aber noch nicht erschopft, da man
das erzeugte bimagische Quadrat auch noch verdndern kann. So kann man die oberen drei oder sechs
Zeilen abtrennen und am unteren Rand wieder anfiigen und man erhilt ein neues bimagisches Qua-
drat. Wenn man von dem bimagischen Quadrat in Abbildung 11.209 ausgeht und die oberen drei Zeilen
am unteren Rand wieder anfiigt, erhidlt man das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.210a. Fiigt man
dagegen die oberen sechs Zeilen am unteren Rand wieder an, ergibt sich das bimagische Quadrat aus
Abbildung 11.210b.

13139(71|34(60| 2 [73|27|50 51|74(25(72|14|37| 3 |35|58
2052 (78(41|164)|18|62| 4 |30 2863 | 5 [76(21|53|16|42|65
9 132|55(48(80(22|69|11|43 44167 (12|56 7 |33|23|46|81
51(74(25(72|14|37| 3 |35|58 59 (1 (36(26|49|75|38|70]|15
281635 |76|21|53|16|42(65 66|17 (40| 6 |29|61|54|77 (19
44167 (12|56 7 |33|23|46 |81 79124147 (10(45|68(31|57| 8
5911 (362649 (75|38|70(15 13139(71|34|60( 2 |73]|27 |50
66|17 (40| 6 (29|61|54|77|19 20|52 (78(41|64)|18|62| 4 |30
79(24(47(10|45|68|31|57| 8 9 |32|55(48(80(22|69|11|43
a) 3 Zeilen vom obereren Rand b) 6 Zeilen vom obereren Rand

Abb. 11.210: Bimagisches Quadrat durch Verschieben von Zeilen

Ebenso kann man auch Spalten verschieben, wie es in Abbildung 11.211 dargestellt ist, wobei wieder von
dem bimagischen Quadrat aus Abbildung 11.209 ausgegangen wird.
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26149|75(38|70(15(59| 1 |36 38|70|15(59| 1 [36(26(49|75
6 (29(61(54(77(19(66|17|40 54177119166|17 40| 6 |29 |61
10 (45|68 (31 (57| 8 |79|24|47 31|57 |8 |79|24|47(10|45|68
34160 2 |73|27 (5013|3971 73(27|50|13(39(71|34|60( 2
41164 (18 (62| 4 {30(20|52|78 62| 4 (30(20|52(78(41|64|18
4880(22|69|11(43| 9 |32]|55 69(11(43| 9 |32(55|48|80|22
7214|137 3 |35|58|51|74 |25 3135|58(51|74|25(72|14]|37
76(21|53|16(42(65|28|63| 5 16|42 |65(28|63| 5 [76(21|53
56| 7 |33|23|46|81|44 |67 |12 2314681 (44|67 |12(56| 7 |33
a) 3 Spalten vom linken Rand b) 6 Spalten vom linken Rand

Abb. 11.211: Bimagisches Quadrat durch Verschieben von Spalten

Selbstverstandlich lassen sich diese Verschiebungen auch kombinieren. Das bimagische Quadrat in Ab-
bildung 11.212 erhilt man beispielsweise durch eine Verschiebung der oberen sechs Zeilen und der linken
drei Spalten.

59( 1 |36|26(49(75|38|70(15 7214137 3 |35|58|51 (74|25
66|17|40| 6 |29 |61 (54 (77|19 76121|53|16|42165|28|63| 5
7912447110145 (68 |31 (57| 8 56| 7 |33(23|46 (81 (44|67 |12
13139|71(34(60| 2 |73|27|50 26(49(75|38|70(15(59| 1 |36
20|52 (7841|6418 (62| 4 |30 6 129|61(54|77|19(66 (17|40
9 132|55(48(80|22|69 (11|43 1014568 (31|57 | 8 (79|24 |47
51(74|25|72|14(37| 3 |35(58 34160 2 |73|27 (5013|3971
28 (63| 5 |76|21(53|16|42 |65 41164 (18 (62| 4 {30(20|52|78
44167 |12 |56 7 (3323|4681 4818022 (69|11 (43 9 [32|55

Abb. 11.212: Bimagisches Quadrat durch Verschieben von Zeilen und Spalten

Die in diesem Kapitel verstellten Varianten konnen auch in dem Verfahren von Hendricks fiir bimagische
Quadrate der Ordnung n =25 in Kapitel 11.6.2 durchgefiihrt werden.

11.2.6 De Winkel

Aale de Winkel hat das Verfahren von Hendricks*! erweitert und arbeitet mit zwei geordneten lateini-
schen Quadraten.*> Wie Hendricks legt er den Ursprung (0, 0) in die linke obere Ecke und betrachtet
jede Koordinate (s, z) im Zahlensystem zur Basis 3. Fiir eine beliebige Position (s, z) gilt dann

s=3-51+ 5
z=3-z14+22

41 Siehe Kapitel 11.2.5
42 de Winkel [583]
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mit 0 <s; <3 und 0 < z; < 3. Damit ergibt sich beispielsweise fiir die Position (5, 6) mit den Ziffern
des Zahlensystemes zur Basis 3 die Darstellung (12, 20) . Mit den Faktoren

(a1 az a3 ag) und (by by b3 by)
werden die Ziffern der in die Zelle einzutragenden Zahlen modulo 3 berechnet.

d=a1-s1+ay-s2+a3-z21+as-22
di=by-s1+by-so+b3-21+bs 22

Aus diesen beiden Ziffern wird anschlieffend die einzutragende Zahl d im Zehnersystem berechnet
d=dy-3+d
die in die entsprechende Zelle des Hilfsquadrates eingetragen wird. Mit den Koeffizienten

ar =0 a) =1 az =1 as =2
b =2 br,=0 b3=1 by =

ergibt sich fiir die Position (5, 6)

d=0-1+1-241-242.0=4=1
d=2-140-241-241-0=4=1

Damit lautet die einzutragende Zahl
d=1-3+1-0+1=4
und man erhélt das erste Hilfsquadrat A aus Abbildung 11.213. Wahlt man dagegen die Parameter mit

ar =1 a =1 a3 =0 ag =2
by =2 by =1 by =1 by =0

ergibt sich das Hilfsquadrat B.

—_
—

w0 N|J]O | O
N|oloo|lw ||~ |||
Ol | N|OO|lR|lw|ld|IN| w
wloo|l—m|IN| OO |lOT| &
AN, N[O R|W]|0O| O
NPl NJ|O|lOWT | W[ |~ ]| O
O N|lOoO|lRr|lWwWw|O(laaI NP~V
Ol |w| PO N]|O|OT|N]|
0 N o g R~ wWw N

gl N| I N|RPlwWwloy)O | ©
RPN OlwW DOV N
N[ | POl wW|[O|N]|OT| W
N[O Rr|PdN|JOlW | O | &
wlojlolom || NP | N|[—]| o
oO|lwloINDN O ||~ |Pd|I N O
AN |P[lww|OdD|O |01 |00 |DN| N
oI N OOl N|[—,r|dlOOD|O| W]

(=21 I o2 ISR o o2 I ) O 2 @ 5 B (N I I [~

Ao OO | N|OO|(F | W

0 N o o B w N

a) Hilfsquadrat A b) Hilfsquadrat B

Abb. 11.213: Geordnete lateinische Hilfsquadrate
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Das Hilfsquadrat B muss allerdings noch mit zwei Schritten weiterverarbeitet werden. Zunéachst werden
die Zeilen und Spalten in der neuen Reihenfolge

048 56 1723

angeordnet und danach wird dieses Ergebnis zusétzlich an der Nebendiagonalen gespiegelt.

0 4 8 5 6 1 7 2 3
ojof(6(3[1(7(4]|2|8]5 715(4|2|6[8|3]|1
417 (4(1[8(5[2]|6[|3]0 6 2(1(8(3|5]|0]|7
8|52 (|8[3|0|6|4]|1]|7 311 71510(2(6]|4
5141|7512 |8[3[0]6 11813 0|7(6(4]2
6|12(8|5|0[6|3|1|7]|4 715101(2 413|1]8
1({6(3|0|7|4]|1]|8]|5]|2 4121683 01715

815|126 (3|0]|7 (4|1 2164(3]|1]|8 510
213|106 (4|1|7(5]2]|8 8(3[1]0]7 4 6
3117 (4(2|8[5[0(6]3 510764218

a) Zeilen- und Spaltentausch b) Spiegelung an der Nebendiagonalen

Abb. 11.214: Das veranderte Hilfsquadrat B

Uberlagert man diese beiden Hilfsquadrate mit der Gleichung

9-A+B+1

entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.215.

1({35(60|23|48|79|18(40|65
7014|3956 9 [31(78(19(53
49174127 |44(69(10|30|61| 5
38721333558 [52(77 |21
26(51|73|12|43(68| 4 |29|63
59| 3 |34|81|22 (47 (64|17 |42
75(25|50|67|11({45(62| 6 |28
36(58| 2 |46|80(24(41(66(16
15(37 (71| 7 |32|57|20|54|76

Abb. 11.215: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (de Winkel, Beispiel 1)

Allerdings ist bei einigen Parametern die letzte Spiegelung nicht mehr notwendig. Mit den Koeffizien-
ten
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erhilt man das Hilfsquadrat A und mit

ar =0 a =1 az =1 as =2
by =2 b, =0 b3=1 by =1

das Hilfsquadrat B aus Abbildung 11.216.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0|13|6|2|5(8(1(4]|7 0|0|3|6|2|5|8|1|4]|7
711(4|6|0[3|8|2]5 1|7 |1]|4|6[|0]|3|8]|2]|5
518247 |1]3|61|0 21518247 |1]3]|61{0
417 11|13|6[0]|5|8]2 314)17(1]3|]6|0|5]|8]|2
215(8|1|4(7]|]0]|3|6 412 (5|8|1(4]|7]|0(3]6
6|10(3|8|2|5|7]|1|4 516|10(3|8|2|5|7|1|4
82 |5|7|1|4]|]6|0]3 6 18|2(5|7|1(4]6]|0]|3
316(0|5|8|2[4]7|1 713|16(0]|5|8|2[4]7|1
11417103 |6|2[5(8 8|1|4(7(0|3]|]6]2]|5]|8

a) Hilfsquadrat A b) Hilfsquadrat B

Abb. 11.216: Geordnete lateinische Hilfsquadrate

Bei diesen Parametern muss fiir das Hilfsquadrat nur noch die Zeilen- und Spaltenpermutation

048 7 23561

durchgefiihrt werden, wihrend die Spiegelung an der Nebendiagonalen entfallt. Uberlagert man die
beiden Hilfsquadrate A und B, entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.217.

0 4 8 7 2 3 5 6 1
00|57 |4|6|2)|8|1]3 133|62|23|52|75(18(38|67
41214163817 ]|0]5 66|14(43(58(9 |29|80|19]|51
8113|857 |0]|6|2]|4 4717627 (42|71|10|34|57| 5
713|18(1]|7]0|5|2|4|6 40172(11|35|55| 6 |48|77 |25
215)17(0|6|24]|1]|3|8 24153(73]16(39(68| 2 |31(63
314)16(2|8|1[3]|]0]|5]|7 5917 130(81(20|49(64|15|44
516|12(4|1]38|5|71|0 79121|50(65(13|45(60| 8 |28
6181 |3[0|5|7|4|6]|2 36|56 4 |46|78(26|41|70(12
1171052 (4]6|3[8]1 17137169 | 3 [32|61|22|54|74

a) Spalten- und Zeilentransformation b) bimagisches Quadrat

Abb. 11.217: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (de Winkel, Beispiel 2)

Insgesamt fiihrt Aale de Winkel auf seiner Webseite 224 Kombinationen von Parametern an. Aus jedem
einzelnen dieser bimagischen Quadrate kénnen dann weitere 192 bimagische Quadrate durch das Ver-
tauschen von Zeilen und Spalten erzeugt werden.
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11.2.7 Chen

George Chen arbeitet mit zwei Hilfsquadraten, die er in Teilquadrate der Grofe 3x3 unterteilt.*> In das
Zentrum des ersten Hilfsquadrates A fiigt er ein beliebiges magisches Quadrat der Ordnung 3 ein. Dieses
Quadrat verschiebt er dann horizontal und vertikal, wobei abhédngig von der Richtung Verschiebungen
der Spalten bzw. Zeilen vorgenommen werden, die innerhalb der Teilquadrate zyklisch betrachtet wer-
den.

e nach oben: die Spalten werden um eine Position nach rechts verschoben
e nach unten: die Spalten werden um eine Position nach links verschoben

nach links: die Zeilen werden um eine Position nach oben verschoben

nach rechts: die Zeilen werden um eine Position nach unten verschoben

8143 1({9(5|8|4|3|6|2]|7
1{9]5 612 (7[1]9]|5]|8|4]3
6127 8(4(3|6|2|7]|1]9]5
41318 915(1(4|3|8|2]|7]6 915(1(4|3|8|2|7]6
9151 2|7 9151438 21716[9|5]1|4(3]38
21716 41318|2(7]6]9([5]|1 413 (|8[2(7]6]9([5]1
31814 511(9(3|8|4|7|6]2
511(9 716(2|5]1]9(3|8]4
71612 318471625119

Abb. 11.218: Hilfsquadrat A: Fiillen der Teilquadrate

Beim zweiten Hilfsquadrat B wird im Zentrum kein magisches Quadrat, sondern ein Quadrat in nattir-
licher Anordnung eingefiigt. Dabei kann dieses Teilquadrat durch Spiegelungen oder Drehungen auf
eine der acht tiblichen Arten verdndert werden. In diesem Hilfsquadrat werden die Verschiebungen der
Spalten und Zeilen der Teilquadrate genau entgegengesetzt zum Hilfsquadrat A vorgenommen.

2| 1](3 8(719(12|1]|3|5|4]6
514]|6 21135468719
81719 5141687 (9]2]|1]3
312 (1 918 |7(3|2|1|6|5]|4 918 |7 (3|2]|1|6(5]|4
6 4 3|12|1[(6]|5|4[9(8]7 3|12|1[(6(5|4]|9(8]7
9187 6|15/4(9]|8|7[3|2]1 615(4[9(8|7]|3[2]1
1132 719(8(1]3|2|4|6]5
4165 1(3(2|4|6|5|7]|9]|8
7198 416 (5719|8132

Abb. 11.219: Hilfsquadrat B: Fiillen der Teilquadrate

43 Aus einem Arbeitsblatt wihrend einer privaten Kommunikation
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Alle Zahlen der beiden Hilfsquadrate werden um 1 vermindert und mit der Rechnung

9-A+B+1

tiberlagert. Damit entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.220.

8

79

45

65

28

21

50

13

60

47

10

57

5

76

42

71

34

27

68

31

24

53

16

63

2

73

39

81

44

7

30

20

64

15

59

49

12

56

46

78

41

4

36

26

70

33

23

67

18

62

52

75

38

1

43

9

80

19

66

29

58

51

14

55

48

11

40

6

77

25

72

35

22

69

32

61

54

17

37

3

74

Abb. 11.220: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Chen)

Da man das magische Ausgangsquadrat der Ordnung 3 aus Hilfsquadrat A in allen acht Formen mit allen
acht unterschiedlichen Anordnungen im Zentrum des Hilfsquadrates B kombinieren kann, entstehen

insgesamt 64 bimagische Quadrate.

Variante

Weitere bimagische Quadrate lassen sich mit diesem Verfahren erzeugen, wenn man wie in der Abbil-

dung 11.221 ein Quadrat in natiirlicher Anordnung in das Zentrum des Hilfsquadrates A einfiigt.

7198 416 (5719|8132
4165 1(3(2|4|6|5|7]|9]|8
1132 719181 (3(2|4]|6]5
9187 6|15(4(9]8|7[3|2]1 615(4[9(8|7]|3[2]1
6|54 3|12|1[6]|5|4[9(8]7 3|12 |1[6(5|4]|9(8]7
3121 918 |7 (3|2|1|6]|5]|4 9187 (3|2|1|6(5]|4
81719 5/4(6(8|7]|9|2(1]3
514]6 21135468719
2| 1|3 8(71912|1]|3|5|4]6

Abb. 11.221: Hilfsquadrat A: Fiillen der Teilquadrate

Dann muss das magische Quadrat wie in Abbildung 11.222 in das Zentrum des Hilfsquadrates B einfiigt

werden.
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314|8 7121613 [4(8[5]9]1
5191 314185917 ]|2]6
71216 51911726 |3|4]|8
834 6|17(2(8|3|4[1]|5]9 6172834159
1{5(9 813|4|1|5]9|6|7]2 813 |4|1(5([9]|6|7]|2
6|72 1(5(9|6(7[2]|8|3|4 1(5]19|6(7|2]|8|3|4
41813 216 |7[4]18|3]9(1]5
9115 418 (3[9|1|5]|2]|6]7
2167 9|11 (52|67 |4|8]3

Abb. 11.222: Hilfsquadrat B: Fiillen der Teilquadrate

Uberlagert man die beiden Hilfsquadrate A und B, entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung
11.223.

3414714257 |76|71| 5 2710
3 (22|17 (32(54|37|61|74]|69
5981|647 |20(15(30(49 |44
51143|29|80|66|58(19(14| 9
26(12| 4 |146|41(36|78|70(56
73(68(63|24|16( 2 [53]|39]31
38(33|52|67|62(75|18]| 1 |23
138 (21(45(28|50(65|60|79
72|55|77|11| 6 |25(40|35(48

Abb. 11.223: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =9 (Chen, Beispiel 2)

Da sich auch mit diesen Anordnungen wiederum 64 bimagische Quadrate ergeben, lassen sich insgesamt
128 bimagische Quadrate erzeugen. Allerdings sind nur 80 von ihnen wirklich verschieden.

11.2.8 Anzahl symmetrischer Quadrate

Um symmetrische bimagische Quadrate der Ordnung n = 9 zu erzeugen, gibt es zwei weniger be-
kannte Verfahren von Coccoz** und Chen®. Die wesentlich bekannteren und allgemeineren Verfahren
von Coccoz*®, Hendricks*, Portier*® und Tarry-Cazalas*?->" erzeugen dagegen nur mit ganz bestimmten
Parametern einige symmetrische Quadrate.

44 Coccoz [102] S. 175-176

45 Aus einem Arbeitsblatt wihrend einer privaten Kommunikation, 2002
46 Coccoz [103]

47 Hendricks [188]

48 Portier [456]

49 Tarry [544]

50 Cazalas [79] S. 45-68
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Walter Trump und ich haben alle 1307729880 symmetrischen bimagischen Quadrate der Ordnung 9
erzeugt, wobei wir von den bekannten 949 738 bimagischen Serien ausgegangen sind. Wegen der Sym-
metrie miissen beide Diagonalen, die mittlere Spalte und die mittlere Zeile aus symmetrischen Serien
bestehen. Dies bedeutet, dass sich die Zahl 41 im Zentrum des Quadrats befinden muss und die zum
Zentrum des Quadrats symmetrisch liegenden Zahlen addiert immer n? + 1 ergeben, bei der Ordnung
n=9also 9>+ 1=282.

Nur 32 der bimagischen Serien sind auch symmetrisch, beispielsweise 2, 16, 24, 36, 41, 46, 58, 66, 80.

2
16
24
36
41
46
58
66
80

Abb. 11.224: Lage der symmetrischen Serien im symmetrischen bimagischen Quadrat

Zusitzlich werden fiir die Zeilen und Spalten komplementfreie Serien wie 1, 2,26, 49, 54,57, 59, 60, 61
benoétigt, die natiirlich auch nicht die Zahl 41 enthalten diirfen. Insgesamt gibt es 537 608 dieser Serien.

Ein symmetrisches bimagisches Quadrat ist in Abbildung 11.225a dargestellt. Damit die Anzahl dieser
magischen Quadrate leichter zu erkennen ist, werden alle Quadrate wie in Abbildung 11.225b in die
LDR-Form®! transformiert. Bei dieser Darstellungsform wird die kleinste Zahl 7 der beiden Diagonalen
in der linken oberen Ecke platziert. Durch Zeilen-Spalten-Permutationen wird das Quadrat dabei so um-
geformt, dass die Zahlen auf der in der linken oberen Ecke beginnenden Diagonalen alle aufsteigend
angeordnet sind, ohne dass es seine Eigenschaften verliert.

29(56(30(28|80(72|48| 4 |22 7 |47177(50|36|76(39|25|12
6 |75|57(43|46| 5 [35(70|32 61|15(17(73|58(69|42|14]|20
7320|1517 (58|42|14|61 |69 59( 1 |19|74|66|55|18|44 |33
74(33|1|19(66|18|44|59 |55 4 130(28(29(80|22|72|48]|56
37|51|79(71|41(11| 3 [31|45 31|179|71|37|41(45(11| 3 |51
27123|38(64|16(63(81(49| 8 26|34|10(60| 2 [53(54|52|78
13(21(68(40(24(65|67|62] 9 491386427 |16| 8 (63|81 |23
5012|4777 3639|257 |76 6268(40|13|24| 9 |65|67 |21
60|78(34|10| 2 [54|52|26|53 70 (57|43 6 [46|32| 5 |35(75
a) symmetrisch / bimagisch b) LDR-Form

Abb. 11.225: Symmetrisches bimagisches Quadrat mit Euler-Serien

51 siehe Kapitel 18.6
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Insgesamt lassen sich mit den bimagischen Serien 6 811 090 unterschiedliche symmetrische bimagische
Quadrate in LDR-Form erzeugen. Aus jedem dieser Quadrate lassen sich durch symmetrische Zeilen-
Spalten-Permutationen weitere 8!! = 384 weitere Quadrate erstellen. Allerdings sind nur 192 davon
unterschiedlich, da jeweils zwei von ihnen durch eine Drehung um 180° auseinander hervorgehen. Da-
mit existieren insgesamt 1307729 280 unterschiedliche symmetrische bimagische Quadrate. Zahlt man
auch die durch Spiegelungen und Drehungen erzeugten Quadrate mit, erhoht sich die Gesamtzahl auf
10461 834 240 Quadrate. Keines dieser Quadrate ist pandiagonal.

Mit der symmetrischen Permutation (0, 5, 6, 1, 4,7, 2, 3, 8) erhdlt man beispielsweise aus der LDR-Form
der Abbildung 11.225b das symmetrische bimagische Quadrat aus Abbildung 11.226.

0 5 6 1 4 7 2 3 8 0 5 6 1 4 7 2 3 8
8|7 |76(39(47(36(25(77 (50|12 8|7 |76(39(47(36(25(77 (50|12
7 (6116942155814 |17|73(20 3 (26(53(54|34| 2 |52|10|60(78
6 |59(55(18| 1 (66|44)|19|74]|33 2 (49| 8 [63(38|16|81|64|27|23
514 1(22(72(30(80(48|28|29]56 7 161169|42|15|58|14|17|73(20
4 (31(45(11|79(41| 3 |71|37]|51 4 |131|45(11|79(41| 3 |71|37]|51
3 126(53(54|34| 2 |52|10|60(78 1629 |65(68|24(67|40(13|21
2 (49| 8 (63|38(16|81(64|27|23 6 [59(55(18| 1 (66|44)|19|74]|33
11629 |65|68|24(67(40(13|21 514122172|130|80|48|28|29(56
0(70(32|5 |57(46(35|43| 6 |75 0(70(32|5 |57|46(35|43| 6 |75

a) Spaltenpermutation b) Zeilenpermutation

Abb. 11.226: Symmetrisches bimagisches Quadrat durch die Zeilen-Spalten-Permutation (0, 5,6, 1,4,7,2, 3, 8)

Auffallend ist, dass man mit jeder der 32 symmetrischen bimagischen Serien entsprechende Quadrate
erzeugen kann. Kombiniert man diese 32 Serien untereinander, ergeben sich 330 giiltige Kombinationen,
da zwei Serien nur die Zahl 41 und keine andere Zahl gemeinsam haben diirfen. Mit jeder dieser 330
Kombinationen lassen sich dann mindestens acht symmetrische bimagische Quadrate erzeugen.

Aufteilung in Teilquadrate mit gleicher Zahlensumme

Von den 6 811090 symmetrischen bimagischen Quadrate in LDR-Form lassen sich 579 in ein Raster von
Teilquadraten der Grofie 3x3 zerlegen, bei denen die Summe aller Zahlen in den Teilquadraten immer
369 betrédgt. Ein solches Quadrat ist in Abbildung 11.227a dargestellt.

Bei 216 dieser Quadrate ergeben die quadrierten Zahlen wie im Beispiel der Abbildung 11.227b sogar
immer die gleiche Summe 20 049.
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2 |79(39(50(10|35]49|69|36 4 (51(68|79(18|35|37|57|20
2118|3877 |22|81(19(56 (37 7311212912360 |40| 7 |54 (71
7375|124 |15|48 (31| 4 (42|57 4316326 1 |48|65(76(15|32
23(27|71)130|74(12|65|53|14 69(44(49|36| 2 (1621|7755
66(62| 6 |28|41(54|76|20|16 30|74(10|58|41(24|72| 8 |52
68(29|17|70| 8 [52|11|55(59 27|5(61|66|80(46(33|38|13
25(40(78|51|34(67(58|7 |9 50(67| 6 |17(34|81|56|19(39
45126(63| 1 |60| 5 (44|64 |61 11|28|75(42|22|59(53|70| 9
4613|133 (47(72|32|43| 3 |80 62|25|45(47 |64 | 3 [14|31|78
a) Teilquadrate mit der Summe 369 b) Teilquadrate mit den Summen 369 und 20049

Abb. 11.227: Symmetrische bimagische Quadrate mit Teilquadraten gleicher Summe

Wendet man auf diese Quadrate eine der 192 symmetrischen Zeilen-Spalten-Permutationen an, sind die
sich ergebenden Quadrate natiirlich immer noch symmetrisch und bimagisch. Jedoch geht die Aufteilung
in Teilquadrate mit gleichen Summen wie im Beispiel der Abbildung 11.228 natiirlich verloren.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 2 0 5 7 4 1 3 8 6
8 |15|10(65(81(58(26(44|51|19 6 3(76(48|37(64|59| 5 |42]|35
7 (7112714328 2 |57]160|13(68 8 |65|15(26(51(58(10(81|19]|44
6 7659 3 |5 (64|48)|35|37|42 3 (12(49(53| 8 (52|50|75|61| 9
5121(74]173(29|30( 7 |70(32]|33 1122|14|54|55|80(69(25(11|39
4 (20| 4 |66|36(41|46(16|78|62 4 166|20(46|78(41| 4 [36|62]|16
3 (49(50(12|75(52|53|9 | 8 |61 7 143(71|57(13| 2 (2728|6860
2 |40(45(47 (34 (18|77)179|23| 6 51731217 |32(30(74(29|33|70
1114169|22|25|80(54(39 (55|11 0 (38(63| 1 |72(24|31|56|67|17
0 |63(31(38(56(24| 1 |17|72]|67 2 (47140(77(23(18(|45|34| 6 |79

a) Teilquadrate mit gleichen Summen b) symmetrisch / bimagisch

Abb. 11.228: Symmetrisches bimagisches Quadrat durch die Zeilen-Spalten-Permutation (2,0, 5,7,4, 1, 3, 8, 6)

Betrachtet man nicht nur die 6 811 090 symmetrischen bimagischen Quadraten in LDR-Form, sondern die
1307729280 Quadrate, die sich durch symmetrische Zeilen-Spalten-Permutationen ergeben, erhdlt man
101532 Quadrate mit Teilquadraten der Summe 369 und 15552 Quadrate mit der Summe 20 049 bei den
quadrierten Zahlen. In Abbildung 11.229 wird fiir jeweils ein Beispiel fiir diese beiden Fille dargestellt.
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28|57|81(43|30(73(32|17| 8 18 (57 (51 (44| 2 7719|6734
35|76| 5 (40|58 |11 (27|72 |45 47162|14(49(16(55|39| 6 |81
68| 3 |16(29|18 |67 (48|59 |61 79137 | 4 |69|36(21(26(32(65
19151|33(62|80|60(13 (44| 7 40| 7 (7330|2472 (29|71|23
1214626 (78|41| 4 [56(36|70 60(54|12|74|41| 8 |70|28 |22
75(38|69|22| 2 |20|49|31|63 59(11|53|10|58 (52| 9 |75|42
21123 (34|15|64(53(66|79|14 17150|56(61|46|13|78 (45| 3
37|10|55(71|24(42(77| 6 |47 1|76]|43|27|66|33|68|20]|35
74165150 9 |52|39| 1 [25(54 48115|63| 5 (80(38|31|25]|64
a) Teilquadrate mit der Summe 369 b) Teilquadrate mit den Summen 369 und 20049

Abb. 11.229: Symmetrische bimagische Quadrate mit Teilquadraten gleicher Summe

Symmetrische bimagische Quadrate mit eingebettetem magischen Teilquadrat

Von den 6811090 symmetrischen bimagischen Quadraten in LDR-Form besitzen 2588 ein im Zentrum
eingebettetes magisches Teilquadrat mit der magischen Summe 123. Bei den 1307 729 280 unterschiedli-
chen Quadraten, die durch Zeilen-Spalten-Permutationen entstehen, sind es sogar 15552 Quadrate. Zwei
Beispiele dieser beiden Gruppen sind in Abbildung 11.230 dargestellt.

6 {49|77(79(36(47|24]|20]|31 31|75(33(25|22|59| 2 |48|74
43116|80(30(56(19|45|71| 9 43171(19(44|178| 9 |61|24]|20
2312718 1 |70(44|67|65(54 36| 51(79(17(40|18|52|69]|53
14175(29132|78(13|61|42 |25 67|27 (35(45|68|10|66|50| 1
74172|134(22|41|160(48|10| 8 12|54 (56| 6 |41(76|26|28(70
57140121(69| 4 |50(53| 7 |68 81(32|16|72|14(37|47|55]|15
28117 (15(38|12|81|64|55(59 29113(30|64|42|65| 3 |77 |46
7311|137 (63[26|52| 2 |66]|39 62158(21|73| 4 (3863|1139
51(62(58(35|46| 3 |5 (33|76 8 134|80|23(60(57(49( 7 |51
a) LDR-Form b) Zeilen-Spalten-Permutationen

Abb. 11.230: Symmetrische bimagische Quadrate mit eingebetteten magischen Quadraten

11.2.9 Anzahl symmetrischer diagonaler Euler-Quadrate

Schrankt man die bimagische Serien auf Euler-Serien ein, reduziert sich die Anzahl erheblich. Diese Se-
rien enthalten Zahlen im Bereich 1 bis 81, die sich in der Form 9x + y + 1 mit x, y = 0...8 beschreiben
lassen. Dabei diirfen weder zwei gleiche x noch zwei gleiche y vorkommen. Jetzt stehen fiir die Kon-
struktion nur noch 16 symmetrische und 4508 komplementfreie bimagische Serien zur Verfiigung.

Insgesamt lassen sich mit den Euler-Serien 1908 unterschiedliche symmetrische bimagische Quadrate
in LDR-Form erzeugen. Aus jedem dieser diagonalen Euler-Quadrate lassen sich durch symmetrische
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Zeilen-Spalten-Permutationen 192 weitere Quadrate erzeugen, so dass es insgesamt 366 336 unterschied-
liche symmetrische bimagische diagonale Euler-Quadrate gibt.

Mit der symmetrischen Permutation (1,5, 8,2, 4, 6,0, 3,7) erhdlt man beispielsweise aus der LDR-Form
der Abbildung 11.231a das symmetrische bimagische Quadrat aus Abbildung 11.231b.

01 2 3 4 5 6 7 8 1 5 8 2 4 6 0 3 7
8|4 |51|14(73(70(29|39|63|26 7 (18(42(65(35|22|1|79|59]|48
7 179(18(35(59|22|42| 1 |48]|65 3 144)152(13|55|74(33|21|72|5
6 |32|57(20| 7 |54(71|76|15|37 01199 (78(43|12|68|56|53|31
5169|77(49|30| 8 (10|27 |38|61 6 |57|71(37]20|54(76|32| 7 |15
4 146| 2 |66|24|41(58|16(80|36 412 (58|36|66(41|16|46(24|80
3121)|44(55|72|74(52|33|5 |13 2 167|75(50| 6 |28|62|45]|11 |25
2 145167 6 |11]|28|75|62|25(50 8 151(29|26|14(70(39| 4 (73|63
1(17(34|81|40(60(23|47 |64 3 5177110(61|49| 8 |27]69|30(38
0 (56(19(43(53|12| 9 |68|31|78 1134|23| 3 |81(60(47|17|40]|64

a) LDR-Form b) Zeilen-Spalten-Permutationen

Abb. 11.231: Symmetrisches bimagisches Quadrat mit Euler-Serien

Von denen 1908 Quadraten in LDR-Form lassen sich 106 in ein Raster von Teilquadraten der Grofse 3x3
zerlegen, bei denen die Summe aller Zahlen in den Teilquadraten immer 369 betrdgt. Ein solches Quadrat
ist in Abbildung 11.232a dargestellt. Bei 72 dieser Quadrate ergeben sogar die quadrierten Zahlen wie im
Beispiel der Abbildung 11.232b immer dir gleiche Summe 20 049.

3 |65(46(42(58|23]16|81|35 2 |53(68(73|16(31(39|63|24
31|15|77|54| 8 [70(38(19(57 751833592044 1 |52 |67
62432773130 (11(69(50( 4 3716122 3 |54(69(74(17 |32
14126|61(29(72|75|49| 6 |37 71(77 |47 |34| 6 (10|27 |40|57
64 (48| 2 |22|41(60(80|34(18 36| 4 [12|26|41(56|70|78|46
45176(33| 7 |10|53 (21 (56|68 25|42 (55|72|76(48|35| 5 |11
78(32|13]|71|52| 9 |55]|39(20 50(65| 8 |13(28|79|60|21 |45
25|63 |44|12|74|28| 5 [67 51 15130|81(38|62|23(49(64| 7
4711 |166(59(24(40(36|17|79 581943 |51|66| 9 142980
a) Teilquadrate mit der Summe 369 b) Teilquadrate mit den Summen 369 und 20049

Abb. 11.232: Symmetrische bimagische Euler-Quadrate mit Teilquadraten gleicher Summe

Betrachtet man nicht nur die Quadrate in LDR-Form, sondern die 366 336 Quadrate, die sich aus ihnen
durch symmetrische Zeilen-Spalten-Permutationen ergeben, existieren 10224 Quadrate mit Teilquadra-
ten der Summe 369 und 3456 Quadrate mit der Summe 20 049 bei den quadrierten Zahlen. In Abbildung
11.233 wird fiir jeweils ein Beispiel fiir diese beiden Fille dargestellt.
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15(38 (54 (31| 8 |57]|70|77|19 6 |11(25(67|62|75(45|50]|28
32|55|71|78|52(20( 9 [13(39 40148|35(23|18| 1 [79(60|65
2614912937 |72|14(75(61| 6 77 155721335238 8 [1321
65(16 (59| 3 |24(35(40|46|81 1919 |14(56|78|70(31(39]|53
48180(22(18|41|64 (60| 2 |34 66|80(58|46|41(36(|24| 2 |16
1 (36|42|47(58(79|23|66|17 29|43(51|12| 4 [26|68|73|63
76 (21| 7 |68|10(45|53|33 |56 6169(74(44|30(49(10|27| 5
43169(73(62|30| 4 (11|27 |50 17 (22| 3 (81|64 (59|47 |34 |42
63| 5 |12|25|74|51(28 (44|67 5432|377 |20|15|57 (71|76
a) Teilquadrate mit der Summe 369 b) Teilquadrate mit den Summen 369 und 20049

Abb. 11.233: Symmetrische bimagische Euler-Quadrate mit Teilquadraten gleicher Summe

Konstruktion

Die Konstruktion der symmetrischen bimagischen Quadrate der Ordnung n = 9 ist identisch mit der
Konstruktion fiir symmetrische Quadrate der Ordnung 7. Wie dort beschrieben®?, kann die Anzahl der
komplementfreien Serien halbiert werden, da die Summe aus der minimalen und der maximalen Zahl
der Serien kleiner als n? + 1 sein muss.

Damit stehen fiir die Konstruktion 32 symmetrische und 268 804 komplementfreie bimagische Serien zur
Verfiigung. Entsprechend werden dann die Euler-Quadrate aus 16 symmetrischen 2254 komplementfrei-
en bimagischen Serien gebildet.

11.3 Ordnungen 10 bis 15

Obwohl in der Zeit nach der Entdeckung des ersten bimagischen Quadrates von Pfeffermann viele bi-
magische Quadrate der Ordnungen 8 und 9 konstruiert worden sind, wurden keine Algorithmen fiir
die Ordnungen 10 bis 15 gefunden. Erst fiir die Ordnung n = 16 sind wieder Verfahren bekannt, die
bimagische Quadrate dieser Ordnung erzeugen.

Fiir alle Ordnungen 10 bis 15 sind heutzutage zwar bimagische Quadrate bekannt, die aber nicht mit einer

allgemeinen Methode, sondern durch viel Handarbeit, Probieren und vielfach der Hilfe eines Computers
gefunden wurden.>

11.3.1 Ordnung 10

Fir die Ordnung n = 10 gelang dies Fredrik Jansson im Jahre 2004. Er kombinierte mit Hilfe eines
Computers bimagische Zahlenreihen, die schon ldnger bekannt waren.

52 siehe Kapitel 15.2.2
53 Boyer [54]
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In den darauf folgenden Jahren wurden weitere bimagische Quadrate dieser Ordnung gefunden, etwa

Abb. 11.234:
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Abb. 11.235: Bimagische Quadrate der Ordnung n = 10

11.3.2 Ordnung 11

Nur 18 Tage nach seinem bimagischen Quadrat der Ordnung 10 fand Fredrik Jansson im Jahre 2004 auch
das erste bimagische Quadrat der Ordnung 11, indem er wiederum lange bekannte bimagische Reihen

erfolgreich kombinierte.
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8480|882 |82|10(81|74| 1 |86(83
53 |114|118| 35|47 |26 |27 | 55|58 |113| 25
119/ 45140 |51 (11638 |42|29|33|117|41
21109/ 20|66 |60 |37 [115{111| 54 (59|19
69|87(85|4 (7989|948 |3 (75|78
39| 15(14]105(96 |64 |103| 61|98 |63 |13
121| 34 |44 | 57 | 46 |120| 30 | 48 |108| 31 | 32
73191190(71| 7 [92|95| 5 |76| 6 |65
52136|17|107| 16 {104| 18|77 |70 |62 |112
12(11(99(72)100|67 |43 (97 (68| 9 |93
28149 (5610122 |24|23|106/102|50|110

Abb. 11.236: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 11  (Jansson)

Im Mai 2005 konstruierte Chen Mutian aus China ein weiteres bimagisches Quadrat der Ordnung 11. Sein
Quadrat ist symmetrisch und selbstkomplementar. Zusétzlich sind sogar vier Zahlenreihen trimagisch:
die mittlere Zeile, die mittlere Spalte und die beiden Diagonalen.

9 (19(65(30|72|76(106{121{93 (47|33
101{97 (88|20 |56 | 4 |27 (74|70 (108| 26
86 |87 |51(109(112|41 (12|54 3 |37(79
8411|5894 | 8 |91(40|78(120|24 (63
6 (104| 23 |115| 22 |105( 69|60 55|73 |39
15(32(117(80| 45|61 |77 (42| 5 (90 (107
8349 (67|62 |53|17|100{ 7 |99 |18 116
59198 | 2 | 44|82 |31|114{28 |64 (111]|38
4385(119| 68 (110|81|10|13|71|35|36
96|14 (52|48 (95|118| 66 |102( 34|25 |21
89(75(29| 1 1646|5092 (57 (103(113

Abb. 11.237: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 11 (Chen Mutian)

Bei dem Versuch von Walter Trump und Holger Danielsson, ihren Algorithmus zur Erzeugung symme-
trischer bimagischer diagonaler Euler-Quadrate®* der Ordnung 9 auf die Ordnung 11 zu iibertragen, hat
sich herausgestellt, dass es keine derartigen Quadrate gibt. Dabei fanden wir allerdings 129 bimagische
Euler-Quadrate in LDR-Darstellung.> Sie sind allerdings nicht mehr symmetrisch und die Diagonalen
bestehen auch nicht aus Euler-Serien.

54 siehe Kapitel 11.2.8
5 siehe Kapitel 18.6
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1 |102(61|20|121{70|43[93|79 52|29 7 |47|76 105/ 64 88 (37|23(93|112(19
92 (24|87|45|40(118{64 (69| 6 | 22|104 80(21(28|68(89| 4 |119|60 |52 (40 (110
82(77(35|98|30|100{116| 18 |58 4 |53 35(11|48|95|27 (11114 |74 |61 |108| 87
50 (15| 11|71|57 (42|84 |23|96|109|113 71183|13|53|44(63|106|114| 1 |32|91
119/ 10 (27|37 (89|88 |47 |63 |106| 68|17 12 |118| 62 |33 |54 (101{82 |94 (70| 3 |42
1939108/ 66|49 91|67 |81|32|117| 2 116/ 73 (86| 5 |107|25|45(22|43|92|57
36|97 (74| 7 |21|28|110{46 (114{ 60|78 96|24 (38|120{81|18|66| 9 (102|50 |67
33(85(95(112| 3 | 54|16 (105/75|34|59 551104|113|41| 2 |98 |72|84|20|56 |26
65|51 |111|107|72 |13 (26| 9 [38]|80|99 31(59| 8 |78]69|39(90(109(121| 16|51
73|56|14|83|103| 5 {90 (120[55|31 |41 6597 100| 151117|49(30(36 (79|77 | 6
101|115{48 | 25|86 |62 | 8 |44 |12 (94|76 103| 3499|5817 |75|10(46|29|85]|115

Abb. 11.238: Bimagische Quadrate der Ordnung n = 11 (Trump - Danielsson)

Sieben dieser Quadrate besitzen sogar trimagische Diagonalen.

5 (81]|58|53|90(43|110(118|67 |29 (17 7 |114/88 |56 |16 |46(39|75(30]|98 (102
74 |21 114|106/ 66 |49 (34| 6 [91|86|24 64 (10|107|117| 23|37 (90|80 (49|17 |77
89 (62 (27)|68]109|121| 9 |80 (195037 55194 131|14|70|100({118| 43|84 | 2 |60
83(23| 7 |38]|52|102|112|97 [65(15|77 19 (82 (57 (44 109| 3 |26 (11172 (51|97
40 (119|122 |63 (78|92 (28104 2 |76 |47 89 |35|21(104{63|29(69| 6 [121]|86 |48
14(11|35(26|71|61|96|51|108|111|87 81(110{113(68 95|61 |54|27| 9 [41(12
57 1107{ 45|10 (25|20 (84|70(39|99|115 71125|50{96|11|119|78 (13|65 (103]|40
120467594 |18 |30 (59 (44 82| 3 |100 36 (74| 1 |53|116|93 (18|59 (101| 33|87
55(93105| 12| 4 |79(69 |32 (117| 41|64 120|162 |38 4 | 79|22 (108 52|91 |67 |28
31(36198|88|116| 73|16 |56 48101 8 241201928347 |76|66(106(34 |115| 8
103| 72 (85|113|42| 1 | 54|13 |33|60|95 105/ 45(73|32|42|85| 5 (99| 15|58|112

Abb. 11.239: Bimagische Quadrate der Ordnung n = 11 mit trimagischen Diagonalen (Trump - Danielsson)

Aus jedem dieser 129 Quadrate lassen sich durch Zeilen-Spalten-Transformationen weitere % = 1920
unterschiedliche bimagische Quadrate erzeugen.

11.3.3 Ordnung 12

Im September 2007 konstruierte Pan Fengchu aus China ein bimagisches Quadrat der Ordnung n =
12. Sein Quadrat in Abbildung 11.240 ist selbstkomplementir und komplementire Zahlenpaare liegen
vertikal symmetrisch.>®

56 Pan Fengchu [130]
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5170186 3 |97 |1 [95]|98|94|120({102|99
40156 (93| 4 (118| 2 (113|110(106|78 |36 |114
6 [ 8 5445|4157 |135{108]92 |90 |119|115
61| 7 |117/65|21 |66 (58|96 (128| 14 |112|125
6234112 |68|126|71 |64 |16 |127|132|116| 42
6360 (134|169 (38|72 | 9 |15(121|44 (123|122
82 85|11(76(107|73(136|130( 24 |101|22 |23
83 (111|133(77 |19 |74 |81|129{18|13[29|103
84 (138(28 |80 (124| 79|87 |49 |17 (13133 |20
139|137] 91 |100({104|88 | 10 | 37 | 53 | 55|26 | 30
105/ 89|52 |141| 27 |143| 32| 35|39 |67 |109| 31
140| 75| 59 |142| 48 |144| 50 (47 | 51 [ 25| 43 | 46

Abb. 11.240: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 12 (Pan Fengchu)

Die Anzahl bimagischer Serien ist mit 45828982764 so grof3, dass die Konstruktion solcher Quadrate
sehr aufwindig ist. Da fiir diese Ordnung auch trimagische Quadrate existieren, ist das Interesse an
bimagischen Quadraten auch geringer.

Daher habe ich mich mit diesem Thema beschiftigt, dabei allerdings zu einem Trick gegriffen. Da trima-
gische Quadrate automatisch auch bimagisch sind, habe ich bekannte trimagische Quadrate daraufhin
untersucht, ob durch den Tausch von Zahlen zwar die trimagische Eigenschaft verloren geht, aber die
Quadrate weiterhin bimagisch bleiben.

Wie bei den trimagischen Quadraten in Kapitel 12.1 werden in einer Zeile bzw. Spalte mehrere Zahlen
vertauscht, bei denen die Summen und quadrierten Summen tibereinstimmen. Liegen die Zahlen nicht
auf den Diagonalen, kénnen sie einfach ausgetauscht werden. Mit

62426+ 112+ 139+ 8749 =435
83+ 119433464584 136 =435

und

622 +26% + 1122 + 1392 + 87% + 9% = 44035
832 + 1197 + 332 + 67 + 58% + 136> = 44035

wird durch den Austausch von 12 Zahlen aus dem trimagischen Quadrat in Abbildung 11.241 ein bima-
gisches erzeugt.
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Abb. 11.241: Konstruktion eines bimagischen Quadrates der Ordnung n = 12 (Danielsson)

Neben Zahlen in Zeilen konnen auch Zahlen in den Spalten ausgetauscht werden. Im Beispiel der Abbil-
dung 11.242 sind gleich 40 Zahlen ausgetauscht worden. Die Summen der Vierergruppen betragen 296
bzw. 580 und die quadrierten Zahlen besitzen die Summen 29 710, 61 160 bzw. 57 200.
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Abb. 11.242: Bimagisches Quadrat durch Austausch von 40 Zahlen (Danielsson)

Im dritten Beispiel sind jeweils drei Gruppen von drei Zahlen untereinander vertauscht worden. Die drei
Zahlen in den oberen Gruppen besitzen die Summen 306 und 33 074, wihrend die unteren Gruppen die

Summen 129 und 7409 besitzen.
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4 159(84|24|119|116| 64 (123]|135( 25|67 | 50 4 |59 |84(24|119(133]| 64 (101|135| 25|72 |50
107| 30 (122| 49 (127 27 {102| 76 | 45 |128| 52 | 5 107| 30 (122]| 49 [127]| 27 [102| 76 | 45 (12852 | 5
68|54 |31|117|14|133| 88 |101({134|51 (72| 7 68|54 (31|117(14|71(88|103(134|51 [132]| 7
79121 3 |32(48|71(104|103(92|139(132| 46 79121 3 [32)|48]116(104|123| 92 |139( 67 | 46
126(89 [ 83 {129/ 60 | 37 |136| 15|58 |80 | 2 |55 126|89 |83 (129| 60|37 |136/ 15|58 (80| 2 |55
33|144{106| 47 |105|111| 8 [20(109(82|35(70 33 |144(106| 47 (105|111 8 | 20{109(82 35|70
112| 1 (3998 (40|34 (137|125{ 36|63 (11075 112 1 {3998 (40|34 (137|125{ 36 |63 |110| 75
19|56 (62|16 |85(108| 9 (130|87 |65 |143|90 19 (56|62 |16 |85 (108 9 [130|87 |65 |143| 90
66 |124|142|113(97 |74 41|42 (53| 6 [13]99 66 |124(142|113(97 |12 (41 |44(53| 6 | 7399
77 191|114\ 28 (131|112 (57 |44 (11|94 (73138 77 191|114 28131129 (57|22 |11|94(78|138
38 (115{23|96|18|118| 43 (69 [100[ 17 | 93 |140 38 (115{23|96|18|118| 43|69 (100] 17 |93 |140
141/ 86|61 (121|126 |29 |81 |22 |10|120| 78|95 141(86 |61 (12126 |74 |81 |42 |10 (120|113 |95
a) trimagisch b) bimagisch

Abb. 11.243: Austausch von mehreren Zahlengruppen (Danielsson)

Ich habe insgesamt 11068 neue bimagische Quadrate in LDR-Darstellung®” gefunden. Aus jedem die-
ser Quadrate lassen sich durch Zeilen-Spalten-Transformationen 12 = 23040 weitere unterschiedliche

2
bimagische Quadrate dieser Ordnung erzeugen.

Bei 33 der Quadrate in LDR-Darstellung haben die Zahlen in den vier Quadranten die gleichen Summen
2610. Bei 31 von ihnen ist wie in Abbildung 11.244 sogar die Summe der quadrierten Zahlen in den
Quadranten mit 251430 gleich.

1|73]70|55(140]|80 [136(13|122|58 (71|51 12 (67|53 |137| 6 |101|54 |36 (99 |114|63 (128
4112497 (10|42(139(30|91|59 [116] 96 |125 96|33 |21(39|47 (127(93 |38 |32 (144|74|126
33| 2 | 35(95|124|105| 45 | 68 |142| 84 [106| 31 43 |104| 34 [136/ 48| 5 | 35|60 |135|83 [123| 64
66 (113| 14 (56 | 37 |127{93 (99| 19|16 (102|128 86 (94 |73|55(125(66| 4 |29 |45 (129|138 26
62 |109| 57 {130] 60 | 92 [107| 11| 67 [138| 12 | 25 56 | 24 (134{ 88 |115(70 (105| 13 | 15 | 77 |131] 42
123| 64 | 4 (118|101(111( 26 |117|69 |47 | 8 |82 3 (143|118|50 |84 |117|23 |25 (65|58 |76 (108
22|81 (14127 |44 |34 (119| 28|76 |98 |137| 63 142| 2 (27 (95|61 |28 (122|120| 80 |87 | 69 | 37
83(36|88|15(85|53|38(134(78| 7 133|120 89 (121| 11|57 | 30 | 75|40 (132(130| 68 | 14 (103
79132 131{ 89 |108| 18 [ 52 | 46 |126{129| 43 | 17 59151(72{90|20 (79 (141|116/100{16 | 7 |119
112|143(110{ 50 | 21 | 40 (100{ 77 | 3 [61|39|114 102| 41 (111{ 9 |97 (140({110| 85|10 |62 |22 |81
104|121 48 (135|103| 6 (11554 |86 29|49 |20 49 1112(124{106| 98 | 18 | 52 |107|113| 1 | 71|19
14472 175(90| 5 | 65| 9 (132|23|87 (74|94 133/78 (92| 8 |139/44(91|109|46 |31 |82 |17

Abb. 11.244: Gleiche Summen der Zahlen in den Quadranten (Danielsson)

57 siehe Kapitel 18.6
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11.3.4 Ordnung 13

Das erste bimagische Quadrat der Ordnung 13 wurde im Jahre 2006 von Chen Qinwu und Chen Mutian
aus China gefunden.”

126{ 49 | 10 | 60 {149|140{ 90 | 8 | 50 [123]| 86 [157| 57
143(103(117| 4 |105|166( 41 (128{39| 5 |78 |75 (101
35(33(73(94|87|37| 9 [139]136|168|146| 51 | 97
107(141| 76 | 40 | 55| 12 |148| 98 |129| 7 |162| 72 | 58
138(121|142| 79 | 13 |102( 74 | 6 |108| 69| 2 [106|145
167(144| 68 |104| 23 | 31 [135| 19 |119| 77 | 59 [127| 32
36 (122( 34|30 |130| 47 [85(96| 1 |99 |115[154{156
14| 3 | 80|95 (150{ 91 |116|153(124(133| 66 | 62 | 18
82125(53|89 |67 |113|165|84 |20 |26 [155|161| 65
52 [125|114|151{ 24|92 | 11 (134|132(137| 70|48 | 15
42 {100|158| 38 (160(164| 93 | 45| 44| 63 [111| 16 |71
43 (21 |163|152| 81 | 64 | 29 | 83 |147|110| 27 | 54 |131
120(118| 17 |169| 61 | 46 {109|112| 56 | 88 | 28 | 22 |159

Abb. 11.245: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 13 (Chen Qinwu - Chen Mutian)

Nur 3 Tage spéter und vollkommen unabhéngig voneinander konstruierte Jacques Guéron, ein franzosi-
scher Mathematiklehrer, ein weiteres bimagisches Quadrat dieser Ordnung.>

109| 62 | 75 |149|121|137| 43 (163|101| 7 | 14| 36 | 88
71193 |54|39(80|155(46 |13 |105(119|141|169| 20
134{ 95| 6 |151| 66 |83 [167| 32 |110| 52 | 55 |128| 26
96 (162| 61 | 42 |143| 35 (126|722 |87 | 9 |144|112| 16
85 (44 |150|130(139(157( 59 | 11| 17|33 |97 |116| 67
78 | 48 |158| 27 | 2 | 56 [123| 89 |145|104| 22 {138|115
64 [156| 84 | 77 | 41 |100{159(122| 8 (114| 34|15 (131
4 153|170 (50|153{91|30|103(135|160({124|108| 24
40 (148|166| 98 |60 | 18 | 37 |111]| 10 | 86 [129] 69 |133
99 (28 (125/90 (47| 1 |117(146|73 (132| 21|65 (161
3129|7976 |147(127|49 |23 [165| 63 [136/106{102
168 45|19 |12 (81|94 [118|113| 57 |[152| 68 | 38 |140
154|142| 58 |164| 25| 51 | 31 [107|92 | 74 |120| 5 |82

Abb. 11.246: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 13 (Guéron)

58 Chen Qinwu - Chen Mutian [88]
59 Guéron [165]
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11.3.5 Ordnung 14

Im Dezember 2005 konstruierte Jacques Guéron ein Quadrat der Ordnung n = 14, bei dem alle Zeilen
und Spalten, aber leider nur eine Diagonale bimagisch sind. Im Januar 2006 verwendete Chen Qinwu
genau diese Spalten, ordnete allerdings die Zahlen in einer anderen Reihenfolge an und erhielt ein voll-
standiges bimagisches Quadrat der Ordnung 14.0

160{188| 93 [128| 45|30 [ 92 |168| 6 (141|28 [118|135| 47
82 1148|192| 19 | 64 |50 | 72 | 48| 67 |119(178]| 32 [185|123
163|139(152({187| 55|76 | 7 | 13 85 |137|116|153| 38 | 58
162| 61 | 37 | 56 |124|182(190| 34 [143| 52 | 44 | 94 |157| 43
46 | 3 [25(129(181|112|133(120|81 |77 |107|170(175]| 20
80| 1 |84|196(191|23|114|130|142|51 |91 |88 |42 |146
15|87 |41 |154| 39 (176| 83 [159|104|127(155|164| 5 | 70
140( 40 [ 63 | 69 |174|150(108(145({177| 17 | 65| 35| 31 165
131/ 90 ({101| 86 |149| 96 (138| 4 [105| 18 |195| 22 | 60 |184
156( 89 (167| 12 | 95 |113| 74 | 62 |194| 16 |186| 49 | 66 [100
122{147|106| 73 | 54 | 75| 14 |183| 29 (171| 33 [193|111| 68
103(110{ 11 [ 98 | 8 |125(189(109| 59 |172| 71| 27 117|180
9 |179|134] 36 (121{169| 21 |126|161|115| 53 [132| 99 | 24
10|97 (173|136 79 | 2 |144| 78| 26 |166| 57 |102{158|151

Abb. 11.247: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 14 (Chen Qinwu - Guéron)

11.3.6 Ordnung 15

Das erste bimagische Quadrat der Ordnung n = 15 stammt aus dem Jahre 2006 und wurde von Chen
Qinwu erschaffen.®!

60 Chen Qinwu - Guéron [471]
61 Chen Qinwu [469]
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160( 28 (194|146(141| 58 |102(217| 16 {101| 43 | 31 [187| 92 {179
169| 63 [214|129|132| 38 (144| 93 |216| 84 | 23 | 48 | 83 | 44 |215
185( 46 (106|107| 99 | 18 | 52 [164| 53 |126|177|189(220| 5 |148
202|1204|155(59 | 65| 1 |86 |150{ 15|67 [ 61 |156{170{114|190
224| 8 |172|96 | 40| 75|111|200({191| 25 | 60 | 68 |121(147|157
13545 (88|87 |77 |212(122(184| 73 |117| 3 |13 |209|131|199
98 (162(205| 4 |116|176| 19 (175| 33 |137|197| 30 {154| 81 |108
136(171(123| 20 | 7 |192| 74 (113|152 34 |219|206(103| 55 | 90
118(145| 72 |196( 29 | 89 [193| 51 |207| 50 |110|222| 21 | 64 (128
27 [ 95|17 |213(223|109({153| 42 |104| 14 |149{139|138|181| 91
69 | 79 [105|158|166|201| 35 | 26 |115|151|186(130| 54 |218| 2
36 (112( 56 | 70 |165|159|211| 76 |140|225|161|167( 71 | 22 | 24
78 (221| 6 |37 (49|100({173| 62 |174(208|127(119|120|180( 41
11182|143(178|203(142| 10 |133| 82 |188| 94 | 97 | 12 [163]| 57
47 (134| 39 |195(183(125(210| 9 |124|168| 85 | 80 | 32 |198| 66

Abb. 11.248: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =15 (Chen Qinwu)
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11.4 Ordnung n=16

11.4.1 Tarry

Ein bekanntes bimagisches Quadrat stammt von Gaston Tarry, der es 1903 in der Revue Scientifique vor-
stellte.? Das besondere an dem bimagischen Quadrat aus Abbildung 11.249 besteht darin, dass alle 16
Zeilen sogar trimagisch mit S16° = 67634 176 sind.®®

1 |52|86(103|16|61|91|106(241|196(166(151|256(205|171|154
102( 87 (49| 4 [107|90 | 64 | 13 |150({167|193|244(155|170{208|253
55| 6 [100| 81|58 |11 |109( 96 |199|246|148|161({202|251|157|176
84 (97| 7 | 54|93 |112| 10|59 |164|145|247(198|173|160|250(203
249|1204|174(159|248(197|163|146( 9 | 60|94 (111| 8 | 53|83 |98
158(175(201|252(147|162|200({245|110({ 95| 57 | 12 {99 |82 [ 56 | 5
207|254|156|169(194(243|149|168| 63 | 14 {108 89 | 50 | 3 |101| 88
172|153(255|206|165|152|242(195| 92 |105| 15 | 62 | 85 |104| 2 | 51
128| 77 |43 |26 [113| 68 | 38 | 23 |144(189|219|234|129|180(214|231
27 | 42|80 |125( 22|39 | 65 (116|235(218|192|141(230|215(177|132
74 1123|129 |48 |71 |118| 20 | 33 |186(139|237|224(183|134({228|209
45132 |122| 75|36 | 17 {119| 70 |221|240(138(187|212|225|135|182
136(181(211|226|137|188|222(239|120| 69 | 35| 18 [121| 76 | 46 | 31
2271210|184(133|238(223|185|140({ 19 | 34 [ 72 |117| 30 [ 47 | 73 |124
178(131(229|216(191|142(236|217| 66 [115| 21 [ 40 | 79 |126| 28 | 41
213|232|130(179(220({233|143|190| 37 | 24 (114| 67 | 44 | 25 |127| 78

Abb. 11.249: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 16 (Tarry)

11.4.2 Tarry — Cazalas

Um bimagische Quadrate der Ordnung n = p* zu erzeugen, verwendet Cazalas arithmetische Serien
der Form®

(r1 ro r3 14 S1 52 53 $4)2

Fiir die Ordnung n = 16 gilt p = 2 und die Serien bilden damit eine Tabelle mit 16 Zeilen und Spalten.
Sie ist wie Tabelle 11.18 in Kapitel 11.1.7 aufgebaut, wobei acht weitere Zeilen und Spalten hinzukommen.
Bei den Zeilen bleiben die ersten acht Eintrdge in den linken Zellen erhalten und werden bei den acht
neuen darunter liegenden neuen Eintrdgen jeweils um den Summanden s4 erweitert.

62 Tarry [537] S. 408409
63 siehe auch Boyer [54]
64 Cazalas [79] S. 97128
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Ebenso bleiben in der oberen Zeile die ersten acht Eintrdge erhalten und bei den neu hinzugekommenen
acht Eintragen werden die alten Terme jeweils um den Summanden r4 ergénzt. Im ersten Beispiel werden
die arithmetischen Serien

(r1 r2 r3 ra)2 = (11001001 10011010 11101010 11000110)
(s1 s2 s3 s4)2 = (01000011 11110100 01101101 01111000) »

verwendet. Ein Auszug der hierdurch entstehenden Tabelle ist in Abbildung 11.34 dargestellt.

0 1 ) ry + 7 r3 e 4 r4try r4a+n
0 00000000 11001001 10011010 01010011(11101010 e 11000110 00001111 01011100
S1 01000011 10001010 11011001 00010000 (10101001 s 10000101 01001100 00011111
52 11110100 00111101 01101110 10100111|00011110 s 00110010 11111011 10101000
so +1 (10110111 01111110 00101101 11100100)01011101 s 01110001 10111000 11101011
53 01101101 10100100 11110111 00111110(10000111 e 10101011 01100010 00110001
s4 (01111000 10110001 11100010 00101011(10010010 e 10111110 01110111 00100100
s4 +51100111011 11110010 10100001 01101000/11010001 s 11111101 00110100 01100111
s4 + 5210001100 01000101 00010110 11011111]01100110 s 01001010 10000011 11010000

Tab. 11.34: Tabelle mit den arithmetischen Serien

Diese Tabelle kann auch vollstindig dargestellt werden, wenn man die Zahlen nicht im Zweiersystem,
sondern im Zehnersystem angibt. Dann lauten die beiden Serien

(r1 ra r3 r4)10 = (201 154 234 198) o

(s1 2 53 s4)10 = (67 244 109 120) 19

In dieser Schreibweise ergibt sich das Quadrat aus Abbildung 11.250. Erhoht man abschlieflend alle Zah-
len um 1, entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.251.

Nattirlich lassen sich die Zahlen fiir die arithmetischen Serien nicht beliebig wahlen und miteinander
kombinieren. Cazalas arbeitet dhnlich wie in Kapitel 11.2.4 wieder mit Determinanten und stellt mit
Hilfe dieser Determinanten Bedingungen fiir geeignete arithmetische Serien auf.

Mit zusitzlichen Bedingungen lassen sich mit diesem Verfahren auch pandiagonale bimagische Quadrate
erzeugen. Mit den arithmetischen Serien

(r1 r2 r3 r4) = (00100011 11011001 00011111 10001000), = (35 217 31 136) 19
(s1 s2 s3 s4) = (11000000 01110011 10101110 01000111), (192 115 174 71) 19

wird beispielsweise das pandiagonale bimagische Quadrat aus Abbildung 11.252 erzeugt.

In vielen Fillen lassen sich alle Eintridge der aus den arithmetischen Serien entstehenden Tabelle mit
einer beliebigen Zahl kleiner als 256 XOR verkniipfen, so dass weitere pandiagonale bimagische Quadrate
entstehen. Im Beispiel der Abbildung 11.253 ist die Verkniipfungszahl

(01101001)5 = (105) 19

gewdhlt worden.
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0 rn n 3 T4
0 | 0 |201|154|83 |234(35|112(185|198| 15 | 92 |149| 44 |1229(182|127
$1 (67 |138|217| 16 |169| 96 | 51 [250{133| 76 | 31 |214{111]|166|245| 60
52 (244| 61 |110(167| 30 [215|132| 77 | 50 |251|168| 97 |216| 17 | 66 [139
183[126| 45 (228 93 [148|199| 14 |113|184(235| 34 {155/ 82 | 1 |200
$3 (109|164|247| 62 |135| 78 | 29 (212|171| 98 | 49 |248| 65 |136|219]| 18
46 |1231|180|125|196| 13 | 94 |151|232| 33 (114(187| 2 |203|152| 81
153/ 80| 3 [202|115(186|233| 32 | 95 |150({197| 12 (181|124| 47 |230
218| 19 | 64 |137| 48 |249|170| 99 | 28 [213|134| 79 |246| 63 [108|165
s4 (120(177|226| 43 |146/ 91 | 8 (193|190|119| 36 |237| 84 |157|206| 7
59 |242|161|104|209| 24 | 75 |130(253| 52 |103(174| 23 [222|141| 68
140| 69 | 22 [223(102|175|252| 53 | 74 [131|208| 25 |160{105| 58 (243
207| 6 |85 |156(37|236/191|118| 9 (192|147 90 |227| 42 (121|176
21 |220|143| 70 |255| 54 |101|172|211| 26 | 73 |128| 57 |240|163|106
86 |159(204| 5 (188[117| 38 (239|144 89 | 10 |195|122|179(224| 41
225| 40 {123]|178| 11 |194|145| 88 | 39 [238]189(116|205| 4 |87 |158
162(107| 56 (241| 72 |129|210| 27 |100|173|254| 55 (142| 71| 20 |221

Abb. 11.250: Das Ergebnis der arithmetischen Serien im Zehnersystem

1 |202|155( 84 |235| 36 |113|186(199( 16 | 93 |150| 45 (230{183|128
68 (139(218| 17 |170]| 97 | 52 (251|134| 77 | 32 |215(112|167|246| 61
245|162 |111(168| 31 (216|133| 78 [ 51 |252({169| 98 |217| 18 | 67 [140
184(127| 46 |229| 94 1149|200 15 |114(185|236| 35 [156| 83 | 2 |201
110(165(248| 63 |136| 79 | 30 [213|172| 99 | 50 |249( 66 |137|220| 19
47 (232|181|126(197| 14 | 95 |152|233| 34 (115(188| 3 |204|153| 82
15481 | 4 |203(116|187|234| 33 |96 (151|198| 13 [182|125| 48 |231
219|120 | 65 (138] 49 (250|171|100( 29 |214{135| 80 |247| 64 |109({166
121{178(227| 44 (147|192 | 9 (194|191(120| 37 [238| 85 |158(207| 8
60 (243(162|105|210| 25 | 76 {131|254| 53 |104|175| 24 |223|142| 69
141| 70 | 23 |224]|103|176|253| 54 | 75 |132|209| 26 {161|106| 59 |244
208| 7 |86 (157| 38 (237|192|119| 10 |193(148| 91 |228| 43 |122(177
22 (221|144| 71 (256] 55 [102(173|212| 27 | 74 |129| 58 |241{164|107
87 (160|205| 6 (189|118 39 |240|145| 90 | 11 {196|123|180|225| 42
226| 41 |124(179( 12 {195|146| 89 | 40 (239{190|117|206| 5 |88 159
163(108| 57 |242| 73 |130|211| 28 |101{174|255| 56 (143| 72 | 21 |222

Abb. 11.251: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 16 (Tarry - Cazalas, Beispiel 1)
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1 |36(218(251| 32 |61 [199|230({137|172| 82 |115|152(181| 79 |110
193|228 26 | 59 [224|253| 7 | 38|73 (108|146(179|88 |117(143|174
116| 81 {171|138]109| 80 |182(151|252|217| 35| 2 |229|200| 62 | 31
180(145(107| 74 |173|144|118| 87 | 60 | 25 |227|194| 37 | 8 |254|223
175(142(120| 85 [178|147|105| 76 | 39 | 6 |256|221| 58 | 27 {225|196
111] 78 (184|149(114| 83 |{169(140|231({198| 64 | 29 [250|219( 33 | 4
222|255| 5 | 40 (195(226| 28 | 57 | 86 |119({141|176| 75 |106(148(177
30|63 (197|232 3 | 34 |220({249|150|183| 77 |112({139|170| 84 |113
72 (101|159|190( 89 |124{130(163|208(237| 23 | 54 (209|244 10 | 43
136[165| 95 |126(153|188| 66 | 99 | 16 | 45 |215|246| 17 | 52 {202|235
53|24 |238|207( 44| 9 [243(210|189(160|102| 71 {164|129(123| 90
245|216| 46 | 15 (236{201| 51 | 18 (125| 96 [166|135|100( 65 (187|154
234|203| 49 | 20 (247(214| 48|13 |98 | 67 [185|156|127| 94 (168|133
42 | 11 (241|212| 55 | 22 |240{205|162(131|121| 92 [191|158|104| 69
155(186| 68 | 97 [134|167| 93 |128| 19 | 50 |204(233| 14 | 47 (213|248
91 |122(132|161| 70 |103|157({192|211|242| 12 | 41 {206|239| 21 | 56

Abb. 11.252: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n = 16 (Tarry - Cazalas, Beispiel 2)

106 75 (177|148|119| 86 (176(141|226|195| 57 | 28 |255|222| 40| 5
170(139(113| 84 |183|150(112| 77 | 34 | 3 |249(220| 63 | 30 |232|197
27 | 58 |196|225| 6 | 39 (221|256|147(178| 76 [105(142|175| 85 |120
219|250| 4 |33|198(231|29 |64 [83|114({140(169|78 (111|149(184
200|229| 31 | 62 (217(252| 2 | 35|80 (109({151|182| 81 |116(138(171
8 | 37 |223(254| 25 | 60 |194(227(144({173| 87 |118(145(180| 74 |107
181{152|110| 79 [172|137{115| 82 | 61 | 32 |230{199| 36 | 1 (251|218
117{ 88 (174|143(108| 73 [179(146|253(224| 38 | 7 |228|193| 59 | 26
47 | 14 (248|213| 50 | 19 |233|204|167|134(128| 93 |186(155| 97 | 68
239|206| 56 | 21 (242(211| 41| 12 (103| 70 [192|157|122| 91 [161|132
94 |127(133|168| 67 | 98 |156(185|214|247| 13 | 48 {203|234| 20 | 49
158[191| 69 |104(131|162| 92 (121]| 22 | 55 |205|240| 11 | 42 (212|241
129(164| 90 |123(160|189| 71 (102| 9 |44 |210(243| 24 | 53 (207|238
65 (100{154|187| 96 |125|135({166|201|236| 18 | 51 {216|245| 15 | 46
2441209| 43 | 10 |237(208| 54 | 23 {124| 89 {163|130{101| 72 |190{159
52 | 17 |235|202( 45| 16 [246(215|188(153| 99 | 66 (165|136(126] 95

Abb. 11.253: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n = 16 (Tarry - Cazalas, Beispiel 3)
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11.4.3 Viricel - Boyer

André Viricel hat zusammen mit Christian Boyer ein Verfahren entwickelt, mit dem sie tetra- und penta-
magische Quadrate konstruiert haben.®® Thr Verfahren ist aber auch geeignet, um bimagische Quadrate
der Ordnung n = 16 zu erzeugen. Es ist ein bisschen von den Ideen von Cazalas beeinflusst und wird
hier fiir den Spezialfall der Ordnung 16 beschrieben.

Alle Zahlen werden im Hexadezimalsystem, also dem Zahlensystem zur Basis 16, notiert. Da man in
diesem Zahlensystem 16 verschiedene Ziffern benttigt, werden aufler den aus dem Dezimalsystem be-
kannten zehn Ziffern noch die Buchstaben A bis F benutzt.

A =10 B =11 Cc=12 D =13 E=14 F=15

Fiir die Zahl 179 aus dem Dezimalsystem ergibt sich mit

179=11-1643-1

die hexadezimale Darstellung B3. Weiterhin benutzen sie zwei besondere Verkniipfungen von Zahlen,
die numerische Addition ® und die numerische Multiplikation ©. Beide Verkniipfungen werden immer im
Zweiersystem (Bindrsystem) ausgefiihrt.

Bei der numerischen Addition @ handelt es sich um die bekannte logische XOR-Verkniipfung, die mit
entweder oder beschrieben werden kann. Bei zwei Eingabewerten von 0 und 1 ist das Ergebnis genau
dann 1, wenn eine Zahl 1 und die andere Zahl 0 ist oder umgekehrt. Die Verkniipfungstabelle fiir XOR
sieht damit folgendermafsen aus:

a b a®b
0 O 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tab. 11.35: Verkniipfungstabelle fiir die numerische Addition ®

Diese Addition soll am Beispiel der Zahlen 77 und 110 demonstriert werden, die hier auch im Hexadezi-
malsystem sowie im Bindrsystem angegeben werden.

dezimal hexadezimal binar
77 4D 01001101
110 6E 01101110

Die eigentliche Addition wird im Bindrsystem durchgefiihrt und die Durchfiihrung sowie das Ergebnis
sind in Tabelle 11.36 dargestellt.

01001101
@ 01101110

00100011

Tab. 11.36: Numerische Addition 77 & 110

65 Viricel und Boyer [52] S. 98—-102
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In den Schreibweisen der drei Zahlensysteme lautet diese Addition damit:

77® 110 =35 4D @ 6E =23 01001101 ¢ 01101110 = 00100011

Die numerische Multiplikation © wird zunéchst wie die normale schriftliche Multiplikation ausgefiihrt,
nur dass nicht die normale Addition, sondern die numerische Addition verwendet wird. Danach wird
das Ergebnis allerdings in einem zweiten Schritt an den fithrenden Stellen mit Nullen so aufgefiillt, dass
es aus genau acht Ziffern besteht. Diese Ziffernfolge wird in zwei Halften mit jeweils vier Ziffern aufge-
teilt, die dann noch einmal numerisch addiert werden.

Im ersten Beispiel wird das Produkt der Zahlen 7 und 14 berechnet, die im Bindrsystem 0111 bzw. 1110
lauten. Zunichst wird der erste Schritt der Multiplikation durchgefiihrt, was im Beispiel mit dem Ver-
kniipfungssymbol o dargestellt wird. Anschlieflend folgt im zweiten Schritt die numerische Addition der
beiden Hilften des Zwischenergebnisses und erhilt das Ergebnis in Tabelle 11.37.

0111 o 1110
0111 0010
0111 ® 1010
0111 _—
0101010

Tab. 11.37: Numerische Multiplikation 7 © 14

In den Schreibweisen der drei Zahlensysteme lautet diese Multiplikation:

7014 =38 070 0E =08 0111 © 1110 = 1000

In einem zweiten Beispiel werden in Tabelle 11.38 die Zahlen 5 und 12 multipliziert.

0101 o 1100
0101 0011
0(1)8(1)0 ® 1100
0000 1111
0111100

Tab. 11.38: Numerische Multiplikation 5 © 12

In den Schreibweisen der drei Zahlensysteme lautet diese Multiplikation damit:

5012=15 05600C =0F 0101 ©® 1100 = 1111
Viricel und Boyer fiillen das Zielquadrat mit Zahlen, die mit den beiden beschriebenen Verkniipfungen
sukzessive berechnet werden. Dazu wéhlen sie zwei Zahlen z; und z; und tragen zunéchst in der linken
oberen Ecke die Zahl 0 ein. In der oberen Zeile tragen sie dann von links nach rechts die auf z| basierende
Zahlenfolge im Hexadezimalsystem ein.
0 z1 20z 30z (n=1 0Oz

Entsprechend wird die linke Spalte von oben nach unten mit der Zahlenfolge gefiillt, die auf z» basiert.

0 2 202 30z mn—-1)0z2
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Die restlichen Zahlen des Quadrates ergeben sich dann durch die numerische Addition der zugehorigen
Zahlen aus der oberen Zeile und der linken Spalte.

0 21 202z1 3071 15071

22 200 202071 2030271 2®150z1
2022 20207 2002920721 2028030701 200201507
3022 300®z1 3002020721 3000307 30201507
150 2 150220®z1 (150228020 z1|150226030 71 15028615071

Tab. 11.39: Additionstabelle mit den Ausgangszahlen z; und z;

Wiéhlt man zum Beispiel die Ausgangszahlen z; = 77 (hexadezimal 4D) und z> = 110 (hexadezimal
6E), werden zunichst die obere Zeile und die linke Spalte gefiillt. Die restlichen Zahlen des Quadrates
ergeben sich dann durch die numerische Addition der bereits vorhandenen Zahlen und werden in Ab-
bildung 11.254 dargestellt. Die Addition 4D @ 6 E = 23 ist beispielhaft bereits auf den vorangegangenen
Seiten behandelt worden.

004D (8B |C6|17|5A[9C|D1|2E|63|A5|E8|39|74|B2|FF
6E (23 |E5|A8|79(34|F2|BF|[40(0D|CB|86|57|1A|DC|91
CD({80|46|0B|DA|97 |51 |1C|E3|AE|68|25|F4|B9|7F |32
A3|EE|28|65(B4|F9|3F|72(8D|CO|06|4B|9A|D7 |11 |5C
98|D6|10|5D|8C|C1({07|4A(B5|F8|3E|73|A2|EF |29 |64
F5(B8|7E (33 |E2|AF|69|24|DB|96|50|1D|CC|81|47|0A
56|1B|DD|90|41|0C|CA|[87(78|35|F3|BE|6F|22|E4|A9
38(75|B3|FE|2F |62 |A4|E9|16|5B|9D|D0O|01|4C|8A|C7
37(7A|BC|F1|20|6D|AB|E6|19|54|92|DF|OE|43|85|C8
59 (14 |D2|9F|4E({03|C5|88|77|3A|FC|B1{60|2D|EB|A6
FA(B7|71|3C|ED|AO|66|2B|D4|99|5F|12|C3|8E|48|05
94|D9|1F|52|83|CE|08|45(BA|F7|31|7C|AD|EO |26 |6B
AC|E1|27 |6A(BB|F6|30|7D|82|CF|09|44|95|D8|1E |53
C2|8F|49|04|D5|98 |5E |13 [EC|A1|67|2A|FB|B6 |70 3D
61|2C|EA|A7 |76 |3B|FD|BO|4F[02|C4|89|58|15|D3|9E
OF |42 (84 (C9|18|55(93 |DE|21|6C|AA|E7|36(7B|BD|FO

Abb. 11.254: Berechnetes Quadrat mit den Zahlen von 0 bis 255 im Hexadezimalsystem

Diese Zahlen werden jetzt noch in das Dezimalsystem umgewandelt, wobei sie alle um 1 erh6ht werden.
Damit entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.255, bei dem die komplementidren Zahlen
horizontal symmetrisch liegen.
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1 |78|140({199| 24 |91 (157|210| 47 |100|166(233| 58 |117|179|256
111] 36 (230|169(122| 53 |243(192| 65 | 14 |204|135| 88 | 27 (221|146
206|129 71 | 12 {219(152| 82 | 29 |228|175(105| 38 |245(186(128| 51
164(239( 41 |102|181|250| 64 {115|142|193| 7 |76 {155|216| 18 | 93
156(215( 17 | 94 [141|194| 8 | 75|182(249| 63 |116(163|240( 42 |101
246|185|127| 52 |1227(176|106| 37 {220|151| 81 | 30 |205({130| 72 | 11
87 | 28 |222|145| 66 | 13 [203|136|121| 54 (244{191|112| 35 |229(170
57 |118(180|255| 48 | 99 |165(234| 23 | 92 |158(209( 2 |77 |139]|200
56 (123|189|242( 33 |110(172(231| 26 | 85 |147|224| 15 | 68 [134|201
90 |21 |211|160( 79| 4 [198(137|120( 59 |253|178| 97 | 46 (236|167
251|184|114| 61 |238({161|103| 44 (213|154| 96 | 19 |196(143| 73 | 6
149|218 32 | 83 |132|207| 9 |70 |187|248| 50 (125(174|225| 39 |108
173|226( 40 |107)|188|247| 49 {126|131|208| 10 | 69 [150|217| 31 | 84
195(144| 74| 5 [214]|153] 95 |20 |237(162|104| 43 |252|183(113]| 62
98 | 45 |235|168(119| 60 |254(177| 80 | 3 |197|138| 89 | 22 (212|159
16 | 67 |133|202| 25 | 86 |148|223| 34 |109({171|232| 55 |124|190(241

Abb. 11.255: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 16 (Viricel - Boyer, Beispiel 1)

Ein zweites Beispiel soll das Verfahren noch einmal verdeutlichen. Als Ausgangszahlen werden dieses
Mal z; = 113 (hexadezimal 71) und z> = 233 (hexadezimal E9) gewihlt, so dass die obere Zeile die
Zahlenfolge

00 71 E2 93 D4 A5 36 47 B8 C9 5A 2B 6C 1D 8E FF

und die linke Spalte die hexadezimalen Zahlen

00 E9 D3 3A B6 5F 65 8C 7C 95 AF 46 CA 23 19 FO

enthdlt. Mit der Additionstabelle von Viricel und Boyer erhdlt man dann das Quadrat mit den hexadezi-
malen Zahlen von 0 bis 255 in Abbildung 11.256. Wandelt man diese Zahlen wieder in das Dezimalsystem
um und erhoht dabei alle Zahlen um 1, entsteht das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.257.

Leider ist bei diesem Verfahren noch der mathematische Hintergrund fiir die Frage unklar, welche Aus-
gangszahlen zu einem bimagische Quadrat fithren. Ich habe bei meinen Untersuchungen mit den Zahlen
unter 256 insgesamt 3072 Kombinationen gefunden, die zu einem bimagischen Quadrat fiihren. Aller-
dings sind davon nur 1536 wirklich verschieden.
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00|71 (E2|93|D4|A5|36(47|B8|C9|5A|2B|6C|1D|8E|FF
E9|98| B [7A|3D|4C|DF |AE|51|20|B3|C2|85|F4 (67|16
D3 |A2 (3140|0776 |E5({94|6B|1A|89|F8|BF|CE|5D|2C
3A|4B (D8 | A9 |EE|9F |OC|7D |82 |F3|60 |11 (56|27 |B4|C5
B6(C7|54|25(62|13|80(F1|OE|7F|EC|9D|DA|AB|38]49
5F|2E|BD|CC|8B|FA[69 |18 |E7|96|05|74|33|42|D1|A0
65|14 (87 |F6|B1|CO 53|22 |DD|AC|3F|4E|[09|78|EB|9A
8C|FD|6E|1F (58 |29 [BA|CB|34|45|D6|A7 |E0O|91|02 |73
7C|OD|9E | EF [A8|D9|4A|3B|C4|B5|26|57 (10|61 |F2]|83
95(E4 |77 |06(41)|30|A3|D2|2D|5C|CF|BE|F9|88|1B|6A
AF |DE (4D |3C|7B|O0A|99 |E8|17|66|F5|84|C3|B2|21|50
46 (37 |A4 | D592 |E3 (70|01 |FE|8F|1C|[6D|2A|5B|C8 B9
CA|BB|28|59|1E|6F|FC|{8D|72|03|90|ELl|A6|D7|44]|35
2352 |C1|BO|F7|86|15(64|9B|EA|79|08|4F|3E|AD|DC
19|68 |FB|8A|CD|BC|2F|5E(A1|DO|43|32|75(04]|97|E6
FO|81|12|63|24|55|C6|B7|48|39|AA|DB|9C|ED|7E|OF

Abb. 11.256: Berechnetes Quadrat mit den Zahlen von 0 bis 255 im Hexadezimalsystem

1 (114|227(148|213|166| 55| 72 |185|202| 91 | 44 |109| 30 |143|256
234|153| 12 (123| 62 | 77 |224|175( 82 | 33 [180(195|134(245|104| 23
212|163| 50 | 65| 8 [119|230|149(108| 27 [138|249|192(207| 94 | 45
59|76 (217|170|239|160| 13 {126|131|244| 97 | 18 | 87 | 40 |181]|198
183(200( 85|38 | 99| 20 [129(242| 15 |128|237|158|219|172| 57 | 74
96 | 47 |190|205({140|251|106| 25 |232(151| 6 |117|52 |67 (210|161
102| 21 {136|247|178|193| 84 | 35 |222|173| 64 | 79 | 10 |121|236|155
141|254(111| 32 | 89 | 42 |187(204| 53 | 70 |215|168|225|146| 3 |116
125| 14 (159|240(169|218| 75 | 60 |197(182| 39 | 88 | 17 | 98 (243|132
150(229(120| 7 |66 | 49 |164(211| 46 | 93 |208|191|250|137| 28 |107
176(223| 78 | 61 [124| 11 [154|233| 24 (103|246(133|196|179| 34 | 81
71|56 (165|214|147|228|113| 2 |255|144|29 |110( 43 |92 |201|186
203|188| 41 [ 90 | 31 {112|253|142(115| 4 |145(226|167|216| 69 | 54
36 | 83 |194|177(248|135| 22 [101|156(235|122| 9 |80 | 63 (174|221
26 (105(252|139({206|189| 48 | 95 |162(209| 68 | 51 (118 5 (152|231
241|130| 19 (100{ 37 | 86 |199|184| 73 | 58 [171|220|157|238|127| 16

Abb. 11.257: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 16 (Viricel - Boyer, Beispiel 2)
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11.4.4 Hendricks

John R. Hendricks arbeitet bei seinem Verfahren® zur Konstruktion bimagischer Quadrate der Ordnung
n = 16 mit dem algebraischen Muster aus Abbildung 11.258. Betrachtet man den Aufbau des Muster-
quadrates etwas naher, féllt auf, dass die Quadranten aus identischen Kombinationen von Buchstaben
bestehen und sich nur durch die Klein- und Grofischreibung unterscheiden.

Eh|Fc|Ge|Hb|Dd|Cg|Ba|Af|eh|fc|ge|hb|dd|cg|ba|af
Bg [Ad [Df [Ca|Gc|Hh|Eb|Fe|bg|ad|df|ca|gc|hh|eb]|fe
HF |GA | FG | ED | AB [BE [CC [DH [ hF [gA | fG|eD|aB|bE |cC |dH
CE|DB|AH|BC|FA |EF [HD |GG |cE|dB|aH|bC|fA|eF|hD|gG
AA [BF (CD [DG |HE |GB |FH|EC|aA|bF|cD|dG|hE|gB|fH|eC
FB|EE [HC [GH|CF|DA|AG|BD|fB|eE|hC|gH|cF|dA|aG|bD
Dc|Ch|Bb|Ae|Eg|Fd|Gf |Ha|[dc|ch|bb|ae|eg|fd|gf|ha
Gd |Hg [Ea [Ff [Bh [Ac [De|Cb|gd|hg|ea|ff|bh|ac|de|ch
EH|FC|GE [HB|DD|CG|BA|[AF|eH|fC|gE|hB|dD|cG |bA|aF
BG|[AD|DF |CA|GC|HH|EB|FE|bG|aD|dF|cA|gC|hH]|eB|fE
Hf |Ga|Fg|Ed|Ab|Be|Cc|Dh|hf|ga|fg|ed|ab|be|cc|dh
Ce|Db|Ah|Bc|Fa|Ef|Hd|Gg|ce|db|ah|bc|fa|ef|hd|gg
Aa |Bf|[Cd|[Dg|He|Gb|Fh|Ec|aa|bf|cd|dg|he|gb|fh|ec
Fb|Ee|Hc|Gh|Cf|Da|Ag|Bd|fb|ee|hc|gh|cf|da|ag|hd
DC|CH|BB|AE|EG|FD|GF [HA|dC|cH|bB|aE|eG|fD|gF|hA
GD | HG | EA|FF |BH|[AC|DE|CB|gD|hG|eA|fF|bH|aC|dE|cB

Abb. 11.258: Algebraisches Muster

Die Buchstaben werden mit Zahlen belegt, wobei die zueinander gehdrenden Grofs- und Kleinbuchsta-
ben addiert immer n — 1 = 15 ergeben miissen.

A+a=B+b=C+c=D+d=E+e=F+f=G+g=H+h=15

Weiterhin benétigt man eine Zerlegung der Zahlen von 0 bis 15 in zwei Gruppen, deren Summe jeweils
60 und deren Summe der quadrierten Zahlen immer 620 betrédgt. Insgesamt gibt es acht dieser Zerlegun-
gen.

o 1 6 7 10 11 12 13
0o 2 5 7 9 11 12 14
0o 3 4 7 9 10 13 14
0 3 5 6 8 11 13 14
1 2 4 7 9 10 12 15
1 2 5 6 8 11 12 15
1 3 4 6 8 10 13 15
2 3 4 5 8 9 14 15

Tab. 11.40: Mogliche Zerlegungen der Zahlen 0 bis 15

66 Hendricks [196] S. 104—106
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So ergeben beispielsweise die Zahlen der oberen Zeile addiert die geforderten Summen 60 bzw. 620.
0+1+6+7+10+114+12+13 =60
0%+ 12+ 6>+ 7> + 10° 4 11> + 12> + 13% = 620

Mit den Zahlen einer Gruppe, sind auch die Zahlen der zweiten Gruppe eindeutig bestimmt, da sie aus
den zu n — 1 = 15 komplementédren Zahlen besteht.

2+34+4+54+8+9+14+15=60
2243447457 487497 + 147 + 15 = 620
Eine beliebige der beiden Gruppen wird fiir die Belegung der Groflbuchstaben gewéhlt, die andere fiir

die Kleinbuchstaben. In beiden Féllen kénnen die acht Zahlen einer Gruppe beliebig permutiert wer-
den.

Mit den Zahlen aus den beiden Gruppen, die sich aus der oberen Zeile der Tabelle ergeben, ergibt sich
mit der angegebenen Belegung das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.259.

Belegung

a b ¢ d e f g h A B C D E F G H
7 6 13 1 o 1 10 12 8 9 2 14 15 4 5 3

25378 | 81 | 55 (226( 43 |152|140(| 13 [190({161|199| 18 (219(104|124
155(130({236| 40 | 94 | 61 (247| 65 |107|114| 28 216(174|205| 7 |177
5389 |70 |255({138|160| 35 (228]|197(169|182| 15 (122|112(211| 20
48 1234(132|147| 73 |245| 63 | 86 |224| 26 |116| 99 [185| 5 (207|166
137(149( 47 |230| 64 | 90 | 68 [243|121|101|223| 22 {208|170|180| 3
74 |256( 51 | 84 | 37 |233(134{159|186| 16 |195(164(213| 25 |118|111
238| 45 |151(129|251| 66 | 92 | 56 | 30 |221{103|113| 11 {178|172(200
82 |59 (248| 76 |157|142|225( 39 |162({203| 8 |188(109|126| 17 |215
244 67 | 96 | 58 |239| 38 |153|133| 4 |179(176|202| 31 (214|105(117
150(143(229| 41 | 83 | 52 |250( 80 |102|127| 21 |217(163|196| 10 |192
60 | 88 [ 75 |242|135|145| 46 (237|204|168|187| 2 (119| 97 |222| 29
33 (231|141|158( 72 |252| 50 | 91 |209| 23 |125|110(184| 12 (194|171
136(156| 34 |235( 49 | 87 | 77 |254]|120(108|210| 27 {193|167(189| 14
71 |241{ 62 | 93 | 44 |232(139({146|183| 1 |206(173(220| 24 |123| 98
227| 36 |154|144(246( 79 | 85|57 | 19 |212{106|128| 6 [191|165(201
95| 54 |249| 69 {148|131{240| 42 |175(198| 9 [181|100|115| 32 |218

Abb. 11.259: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 16 (Hendricks, Beispiel 1)

Durch die Permutation innerhalb der beiden Gruppen lassen sich viele unterschiedliche bimagische Qua-
drate erzeugen. Auflerdem spielt es keine Rolle, ob man die angegebene Gruppe oder die zugehorige
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Gruppen mit den zu 15 komplementédren Zahlen den Klein- bzw. Grofibuchstaben zuordnet. Im Beispiel
der Abbildung ist 11.260 sind die Zahlen in der vierten Zeile von oben aus Tabelle 11.40 den Grofsbuch-
staben und die komplementdren Zahlen den Kleinbuchstaben zugeordnet worden.

Belegung

a b d d e f g h A B C D E F G H
10 2 7 15 4 12 9 1 5 13 8 0o " 3 6 14

178| 56 {101|227] 16 |138|219| 93 | 66 |200|149| 19 (256|122| 43 |173
21896 | 13 |139(104(226|179| 53 | 42 |176(253|123|152| 18 | 67 {197
228|102| 55 (177]| 94 (220|137| 15 | 20 |150{199| 65 |174| 44 |121{255
140{ 14 | 95 |217| 54 |180|225(103|124(254|175| 41 |198]| 68 | 17 |151
86 (212|129| 7 |236|110( 63 |185|166| 36 (113(247| 28 |158|207| 73
62 |188(233|111|132| 6 |87 {209|206| 76 | 25 [159({116|246|167| 33
8 [130|211| 85 |186| 64 [109|235(248|114| 35 (165| 74 {208|157| 27
112|234(187| 61 [210| 88 | 5 [131|160( 26 | 75 |205| 34 |168(245|115
191] 57 |108|238| 1 |135(|214|84 |79 (201|156] 30 (241|119 38 |164
215/ 81| 4 (134{105({239|190| 60 | 39 (161(244|118|153| 31 | 78 |204
237|107| 58 192 83 [213|136| 2 |29 (155(202| 80 |163| 37 (120|242
133 3 |82 |216| 59 |189(|240(106|117(243|162| 40 |203| 77 | 32 |154
91 (221|144| 10 ({229]| 99 | 50 (184|171 45 128|250 21 |147(194| 72
51 |181(232| 98 |141| 11 | 90 {224|195| 69 | 24 |146(125|251|170| 48
9 |143]222| 92 [183| 49 |100|230(249(127| 46 |172| 71 {193|148| 22
97 (231|182| 52 [223| 89 | 12 (142|145| 23| 70 |196| 47 |169(252|126

Abb. 11.260: Bimagisches Quadrat der Ordnung n = 16 (Hendricks, Beispiel 2)

11.4.5 Kejun Chen — Wen Li

Das Verfahren von Kejun Chen und Wen Li zur Konstruktion bimagischer Quadrate der Ordnung 16 ist
ein direkter Transfer aus Kapitel 11.1.9, wo ihre Konstruktion fiir bimagische Quadrate der Ordnung 8
beschrieben wird.®” Fiir die Ordnung m -n = 2 -8 = 16 wird ein magisches Rechteck der Groe 8x2 und
ein idempotentes selbst-orthogonales lateinisches Quadrat der Ordnung n = 8 benétigt.

67 Kejun Chen und Wen Li [86]

-913 -



| O( N~ | B[N ]| O W
=N jJo|lo|lw|lo | N &
Ol ~L,|ININ|PB|wWw|oOo
N|l—mr[loojlo|lo|lw]|H|DN

ANV OO|lw|lo|O| Y|~

wlo | NP P, N|O|O

NPl wlo|jlO|O |~ |

—
—
—
ol
—
nN
N
(Sal
(o))
[o¢]
—
gl w s IN|(IYN|[—~, || O

Abb. 11.261: Ausgangsdaten fiir das Verfahren von Kejun Chen und Wen Li

Mit diesen Ausgangsdaten werden dann die vier Hilfsquadrate der Ordnung 8 aus Abbildung 11.262
erzeugt.

4 114|13(10(7 (0|9 |3 11112 |5|8(15(6 |12
71019 (3|4/(14]|13]|10 811516 |12|11| 1|2 |5
0|7 (3[9(14(4 (10|13 1518|126 |1 (115 |2
1414 110|13|{0 (7 (3|9 1111|152 (15|18 (12| 6
319(0|7)10(13|14]| 4 1216|1518 5|2 |1|11
10(13(14|4 (39|07 512 1(11|12|6 15| 8
13110( 4 |114(9 (3|7 (0 2151116 (12]| 8|15
913|7|0([13[10( 4 (14 6 (12| 8 [15(2 |5 |11|1
Ap Al
15| 111182 (6125 014|417 [13[9 (3|10
8|11 1|15|5|12|6 |2 714114{01]1013]9]13
1215|126 |11]8]|15]1 31101139 (4 (7 (0|14
6(2]|5([12] 115|811 9 13|10 3 (14{0 |7 |4
1115|8116 |2 |5 |12 14107 |4]9(13(10( 3
1118 |15 1 |12({5 (2|6 41710143 (10139
5126 (2|8 |11| 1|15 101319 |13|7(|4(|14(0
2 6|12 5 (151 (11| 8 13193 |10|0 (14| 4|7
By By

Abb. 11.262: Hilfsquadrate Ay, A{, By und B

Wie im Fall der Ordnung 8 werden diese Hilfsquadrate danach zu Quadraten A und B zusammengesetzt,
die in den Abbildungen 11.264 und 11.264 dargestellt sind.
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Aus A0 und A1 gebildetes Hilfsquadrat A
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Abb. 11.264: Aus BOund B1 gebildetes Hilfsquadrat B




Mit den Permutationen

m = (8,15)(9, 14)(10, 13)(11, 12)
my = (1,14)(3, 12)(5, 10)(7, 8)

entstehen dann die beiden orthogonalen Quadrate aus den Abbildungen 11.265 und 11.266.

14|14 (10{13({0 |7 39|19 |3|7|0|13[10]|4 (14

10113(14| 4 (3|90 |7 |7|0]|9|3|4(|14]|13|10
13(10{ 4 (14|93 |7 0|0 |7 |3|9(14|4 (1013

126|158 |52 |1 |11|11| 1|2 |5 |8 |15(6 |12

1518 (12|61 (11|52 |2 |5|11|1|6(|12]|8 (15

1111 (258|156 |12|12|6|15(8 |52 |1 |11

Abb. 11.265: Erstes Quadrat eines orthogonalen Paares

1414 (10{13| 0|7 |3|19|19|3|7 013|104 (14

10(13|14|4 (3|9 |0|7|7|0]|9|3(4]|14({13(10
13|110( 4 |14(9 |3 7|00 |7 |3[9 1441013

1216 (158 5|2 |1 |11|11|1|2([5|8([15]|6 |12

1518 (12|61 |11|5|2|2|5|11|1|6(|12]|8 |15

11{1]2|5|8|15|6|12|12| 6 |1518 (5|2 (1|11

Abb. 11.266: Zweites Quadrat eines orthogonalen Paares
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Bei den beiden Quadraten in den Abbildungen 11.265 und 11.266 handelt es sich um ein Paar von or-
thogonalen Quadraten. Uberlagert man diese beiden Quadrate, entsteht das symmetrische bimagische
Quadrat mit trimagischen Diagonalen aus Abbildung 11.267.

Wie beim Verfahren der Ordnung » = 8 konnen auch hier sowohl das magische Rechteck als auch
das idempotente selbst-orthogonale lateinische Ausgangsquadrat beliebig gewdhlt werden, um weitere
bimagische Quadrate zu erzeugen.

80 239({220|168|115| 10 |157( 59 | 54 [148| 7 |126(169|213|226| 65
121 5 |146| 49 |70 |228|215(174|163(218|237| 75 | 64 |159| 12 |120
13 |123| 51 |154(236| 72 |176|223|210(161| 73 |229|151| 62 |118| 4
231| 78 |166(212( 2 [113|57 |149(156| 56 [128| 15 |221(171| 67 |234
50 [145| 9 |117{167|222|230| 68 | 77 |235|211|170(124| 8 [160] 63
172]216(240| 79 | 61 |155| 3 (122|119 14 |150| 52 | 66 |225(217|165
214|164| 71 |238(153| 53 |114| 1 |16 (127| 60 |152|227|74 (173|219
147| 58 [125| 11 |224|175| 76 [232|233| 69 |162|209| 6 |116| 55 |158
99 [202|141|251| 48 | 95 (188| 24 | 25 |181| 82 | 33 |246|132(199|110
38 | 84 |183| 30 {105|197(130(241|256(143|204(104| 19 |186(| 93 | 43
92 (40|32 |191{205|107(243|138|135(254|102(196(178| 17 | 41 | 85
194| 97 (249|133| 87 | 46 | 22 [180|189| 27 | 35 | 90 [140|248|112|207
23 |190( 86 | 36 |242|129|201{101|108|200|144|255( 45 | 91 |179| 26
253|139|195(106| 28 {184| 96 | 47 | 34 | 81 {185| 21 |103({206|134(244
137(245| 98 |193(182| 20 | 39 | 94 | 83 | 42 | 29 |187|208|111{252|136
192| 31 | 44 | 88 |131|250(109(203|198|100|247(142| 89 | 37 | 18 |177

Abb. 11.267: Symmetrisches bimagisches Quadrat der Ordnung 16 mit trimagischen Diagonalen (Chen - Li)

11.4.6 Lamb

Um pandiagonale bimagische Quadrate der Ordnung 16 zu erzeugen, geht Gil Lamb wie bei seinem
Verfahren fiir die Ordnung 8 vor und wihlt zunéchst wieder ein magisches Rechteck.®

4 (15(11|10( 1|5 | 8 |14
13(/2 (67161293

In die obere Zeile des linken oberen Quadranten eines Hilfsquadrates A werden die Zahlen aus der
oberen Zeile des magischen Rechtecks eingetragen und darunter die Zahlen in umgekehrter Reihenfolge.
Beide Zeilen werden dann in die beiden noch leeren Zeilen darunter tibertragen, wobei die Zahlen in den
einzelnen Zahlenpaaren vertauscht werden.

68 Siehe Kapitel 11.1.12

-917 -



1418 |5|1(10|11|15]| 4 1418 |5|1(10|11|15]| 4 14(8|5|1(10(11|15| 4
15| 4 |10|11| 5 (1|14 8 15(4 (10|11 5|1 |14| 8

Abb. 11.268: Hilfsquadrat A: Fiillen des linken oberen Quadranten (Schritt 1)

Jetzt werden die vier bereits gefiillten Zeilen in die vier noch leeren Zeilen iibertragen. Die beiden oberen
Zeilen kommen ganz nach unten und die beiden anderen werden dariiber platziert. Dabei werden aber
die linken und rechten Halften dieser Zeilen jeweils vertauscht.

2 [15l11l10l 1[5 8 [12 415(11]10| 1|58 |14 4|15(11]|10|1|5]|8 |14
wlsls5]1]10]11]15] 2 14(8|5|1]10(11]15| 4 14(8|5|1|10]{11|15| 4
1504 [10]11]5]1[14] 8 15| 4|10(11]|5|1|14]|8 154 |10(11]5]|1|14]8
8 l1a| 1|5 |11]10] 4 |15 8|14 1|5 |11]|10|4 |15 8|14 1]|5]|11]10] 4 |15
5(1(14]8 5|1 |14]8|15| 4 |10]11
11|10| 4 |15 11(10| 4 158 |14| 1|5
1|5|8]14 1|5|8|14]4|15(11]10
10(11[15] 4 10(11(15] 4 (14|85 |1

Abb. 11.269: Hilfsquadrat A: Fiillen des linken oberen Quadranten (Schritt 2)

Der vollstandig gefiillte Quadrant wird dann in den rechten oberen Quadranten kopiert. Beide Quadran-
ten werden abschliefsend in die untere Hilfte {ibertragen, wobei alle Zahlen z durch ihre zu n + 1 = 17
komplementire Zahl 17 — z ersetzt wird. Das Ergebnis ist das Hilfsquadrat A in Abbildung 11.270.
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4 115(11(10( 1|5 |8 14| 4 |15|11(10(1 |5 |8 |14
148 | 5(1(10(11|15|4|14|8 |5 |1 |10(11(15| 4
15(4 (10115 |1 (14| 8 |15/ 4 |10|11|5 |1 (14| 8
8 (14|11 |5(11|10| 4 |15| 8 |14| 1 |5 |11|10| 4 |15
511|14(8 (15| 4 |10(11| 5| 1 (148 |15]| 4 (10|11
11110 4 (15| 8 |14| 1 (5 |11|10| 4 |15|8 |14 1|5
1(5)8|14(4|15|11|10|1 1|5 |8 (14| 4 |15|11|10

10(11(15( 4 |14 8 | 5|1 |10|11|15| 4 (14({8 |5 |1
13(2(6(7(16|12]19 |3 |13|2 |6 |7 ([16(12]9 |3
319 (12(16(7 |6 |2 13|39 |12|16(7 (6|2 |13
2137 (612|163 (9|2 (137 |6 |12|16(3 |9

913 |16(12|6 |7 |13({2 |9 |3 (16|12|6 |7 [13]|2
121163 (9|2 |13|7 (612|163 |9 |2 |13(7 |6
617 (13[{2|9|3|16(12|6 |7 [(13(2 |9 |3 [16(12
161129 (3 (13| 2 |6 |7 |16|12(9 (3 |13|2 |6 |7
7162|133 (912|167 |6 |2 |13|3 |9 (12|16

Abb. 11.270: Hilfsquadrat A

Die ersten vier Spalten des linken oberen Quadranten des Hilfsquadrates B werden dhnlich wie bei der
Ordnung 8 gefiillt. In die linke Spalte werden die Zahlen aus der unteren Rechteckzeile eingetragen,
wobei die Zahlen von hinten nach vorne paarweise ausgelesen werden.

(132 67 1612 93) — (93 1612 67 13 2)

In die zweite Spalte werden die Zahlen aus der oberen Rechteckzeile eingetragen, wobei die Zahlen
innerhalb der Zahlenpaare vertauscht werden.

(415 1110 15 814) — (154 1011 51 1438)

In die dritten Spalte werden die Zahlen aus der oberen Rechteckzeile in umgekehrter Reihenfolge einge-
tragen, wihrend die Zahlen aus der unteren Rechteckzeile in normaler Reihenfolge in die vierte Spalte
eingetragen werden.

9 9 |15 9115|1413
3 314 314(8(2
16 16|10 161101 5| 6
12 1211 1211117
6 6|5 6|5]10|16
7 711 7111112
13 13|14 13114(15| 9
2 218 21814](3

Abb. 11.271: Hilfsquadrat B: Fiillen des linken oberen Quadranten (Schritt 1)
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Jetzt werden die bereits vorhandenen Spalten horizontal symmetrisch gespiegelt. Dabei werden zusétz-
lich jeweils die Zahlen der oberen und unteren Hilfte in den betreffenden Hélften umgekehrt.

9 [15]14]13 9 |15|14[13| 7 [ 1 {1112 9 [15(14]13]| 7 | 1 |11]12
3lalg]l? 3|4|8]2|6[5]1016 3|4|8[2|6|5][10]16
16| 10 6 16(10{5|6|2|8[4]3 16 | 10 6(2(8|4]3
1211|117 1211 1|7 |13|14[15] 9 12|11 1]7[13]14]|15] 9
6|5 |10|16 6|5|10]16 6|5|10/16|3|4|8 |2
711]11]12 7101|1112 701 |11]12]9 |[15]14]13
13 (14|15 9 13/14(15] 9 13(14|15| 9 [12]|11| 1|7
28|43 218(4]3 218|4|3|16[10]5]6

Abb. 11.272: Hilfsquadrat B: Fiillen des linken oberen Quadranten (Schritt 2)

Der vollstandig gefiillte Quadrant wird dann in den linken unteren Quadranten des Hilfsquadrates ko-
piert. Anschliefend werden die Zahlen dieser beiden Quadranten in die rechte Hélfte tibertragen, wobei
wieder alle Zahlen z durch ihre Komplemente 17 — z ersetzt werden. Das vollstindig gefiillte Hilfsqua-
drat B ist in Abbildung 11.273 dargestellt.

Wenn man die beiden Hilfsquadrate A und B tiberlagert und fiir jede Zelle die Rechnung
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Abb. 11.273: Hilfsquadrat B

16-(A—1)+B
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durchfiihrt, entsteht das pandiagonale bimagische Quadrat mit trimagischen Diagonalen aus Abbildung
11.274.

57 |239(174|157| 7 | 65 |123(220| 56 |226|163|148| 10 | 80 |118|213
211|116| 72 | 2 [150{165|234| 64 (222|125| 73 | 15 |155(172(231| 49
240]| 58 |149(166| 66 | 8 |212|115(225| 55 [156|171| 79 | 9 |221{126
124{219| 1 |71 |173]|158| 63 233|117(214| 16 | 74 |164|147| 50 |232
70 | 5 [218|128|227| 52 |152(162| 75| 12 |215|113(238| 61 |153|175
167(145( 59 |236|121|223| 14 | 77 |170|160| 54 (229{120|210| 3 | 68
13|78 |127(217) 60 (235|161|151| 4 | 67 (114|216| 53 [230|176(154
146(168(228| 51 (224|122 69 | 6 |159(169|237| 62 [209|119|76 | 11
201) 31|94 (109|247(177|139| 44 {200| 18 | 83 |100|250{192|134| 37
35(132(184|242|102| 85 | 26 {208| 46 |141|185|255(107| 92 | 23 |193
32 |202(101| 86 |178|248| 36 (131| 17 |199|108| 91 (191|249 45 |142
140( 43 (241|183| 93 |110|207| 25 |133| 38 |256|186| 84 | 99 (194 24
182(245| 42 |144| 19 |196(104| 82 |187(252] 39 [129| 30 |205[105| 95
87 (97 |203| 28 (137| 47 {254|189| 90 |112|198| 21 |136| 34 |243|180
253|190|143| 41 (204( 27 | 81 |103|244(179(130| 40 |197| 22 | 96 [106
98 [ 88 |20 |195( 48 |138|181(246|111| 89 | 29 |206| 33 |135(188|251

Abb. 11.274: Pandiagonales bimagisches Quadrat (Lamb)

Wie beim Verfahren der Ordnung 8 besitzen auch diese Quadrate gebrochene Diagonalen mit der bimagi-
schen Summe. Daher konnen aus dem bimagischen Quadrat der Abbildung 11.274 weitere pandiagonale
bimagische Quadrate durch Zeilen- und Spaltenverschiebungen erzeugt werden.

11.5 Ordnungen n =20, 24, 28, ...

11.5.1 Kejun Chen - Wen Li

Mit dem Verfahren von Kejun Chen und Wen Li lassen sich symmetrische bimagische Quadrate der Ord-
nung m-n mit trimagischen Diagonalen konstruieren, wenn die Bedingungen m,n ¢ {2,3,6} undm =n
mod 2 erfiillt sind.*

Da das Verfahren fiir die Ordnungen n = 8 und n = 16 bereits in den Kapiteln 11.4.5 und 11.1.9 aus-
fuhrlich dargestellt wurde, soll fiir doppelt-gerade Ordnungen ab n = 20 nur ein weiteres Beispiel an-
gegeben werden. Fiir die Ordnung m -n = 2 - 10 = 20 wird ein magisches Rechteck der Gréfie 10 x2 und
ein idempotentes selbst-orthogonales lateinisches Quadrat der Ordnung n = 10 benétigt.

69 Kejun Chen und Wen Li [86]
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Abb. 11.275: Ausgangsdaten fiir das Verfahren von Kejun Chen und Wen Li

Mit diesen Ausgangsdaten werden dann vier Hilfsquadrate Ao, A1, Bp und B; erzeugt.
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Abb. 11.276: Hilfsquadrate des orthogonales Paares
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Wie im Fall der Ordnungen 8 und 16 werden diese Hilfsquadrate danach zu Quadraten A und B zusam-
mengesetzt. Mit den Permutationen

71 = (10, 19)(11, 18)(12, 17)(13, 16)(14, 15)
= (1, 18)(3, 16)(5, 14)(7, 12)(9, 10)

entstehen dann die beiden orthogonalen Hilfsquadrate in der Abbildungen 11.276. Uberlagert man die-
se beiden Quadrate, entsteht das symmetrische bimagische Quadrat mit trimagischen Diagonalen aus
Abbildung 11.277.

Wie beim Verfahren der Ordnung n = 8 konnen auch hier sowohl das magische Rechteck als auch
das idempotente selbst-orthogonale lateinische Ausgangsquadrat beliebig gewé&hlt werden, um weitere
bimagische Quadrate zu erzeugen.

1731350)375| 18 | 280 69 |302|196 (107|144 (157|114|185|319| 72 |261| 3 |366|351|168

2 |149]180(376(191(344(115(274|313| 78 | 63 | 308|267 |106|357|190|365|161|152| 19

303|188 67 [341(145(266| 17 |110(372(179(162|369|111| 4 |275|156|360| 74 |193|318

371|118|182|264(172| 8 | 80 [146|345(314|307 (356|155 61 | 13 |169(277]|199(103|370

197 1 |112|148|315(379|347|178( 71 |276(265| 70 | 163|354 |362|306|153|109| 20 (184

147279|317|170|343|116|192| 68 | 15 |361|380| 6 | 73 [189|105|358|171|304|262|154

355(316(271(194| 62 [141(363| 9 |177(108|113|164| 12 |378|160| 79 |187|270|305|346

120| 64 | 5 |309|373|174|151|359|263|186|195(278(342(150(167 (368|312 16 | 77 101

65 (166|143 |119| 7 |310(273|364 (200|349 (352(181|377 (268|311 14 [102|158(175| 76

272|374|353| 66 (117|198 |165(301|142| 10 | 11 [159|320(176|183|104| 75 |348 (367|269

132| 34 | 53 |326|297|218|225| 81 |242|390(391 (259|100 (236|203 |284|335| 48 | 27 | 129

325(226(243(299(387 | 90 [133| 24 |220( 49 | 52 |201| 37 |128| 91 |394|282|258|235|336

300(324|385| 89 | 33 |234 (251 59 |123(206|215|138| 42 |250|227| 28 | 92 |396 (337|281

55 | 96 |131|214(322|241| 23 |389(237|288|293 (224|392 38 |260(339(207|130| 85 | 46

2471139 97 (230 43 (296 (212328395 21 | 40 |386|333|209|285| 58 |231| 84 |122|254

2173811292 (248 95 | 39 | 47 |238|331|136(125|330|223| 54 | 22 | 86 |253|289|400|204

31 (298|202 (124|232 (388|340|246| 45 | 94 | 87 | 56 (255(321(393|229|137(219|283| 30

83 1208|327 | 41 |245(126|397|290| 32 |239(222| 29 (291|384 |135|256| 60 (334|213 98

382|249|240| 36 (211| 44 (295(134| 93 (338|323 88 | 127|286 57 |210| 25 |221 (252|399

233| 50 | 35 (398(140(329| 82 (216|287 (244 |257|294)|205]| 99 |332|121|383| 26 | 51 |228

Abb. 11.277: Symmetrisches bimagisches Quadrat der Ordnung 20 mit trimagischen Diagonalen (Chen - Li)
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11.6 Ordnung n =25

11.6.1 Tarry — Cazalas

In Kapitel 11.2.4 wurde eine Methode von Tarry und Cazalas vorgestellt, mit der man bimagische Qua-

drate der Ordnung n = m

passt werden.

2

erzeugen kann. Fiir die Ordnung n = 25 miissen nur die Parameter ange-
g g g

Die Serien (r1,r2), und (s1,s2), miissen bei der Ordnung 25 zur Basis m = 5 gebildet werden. Fiir
das hier dargestellte Beispiel wurden die Serien (ri, r2)s = (4220,4311)s und (s1, s2)5s = (3014, 0343)5
gewdhlt. Nach Tabelle 11.28 enthdlt die Serie (4220, 4311)s die Zahlen aus Tabelle 11.41, die von links
nach rechts und von oben nach unten in die Kopfzeile der Additionstabelle eingetragen werden.

Entsprechend ergeben sich die Zahlen aus Tabelle 11.42 fiir die zweite Serie (s, s2)5
Diese Zahlen werden in die linke Spalte der Additionstabelle eingetragen.

0000
4311
3122
2433
1244

4220
3031
2342
1103
0414

3440
2201
1012
0323
4134

2110
1421
0232
4043
3304

1330
0141
4402
3213
2024

Tab. 11.41: Zahlen der arithmetischen Serie (4220, 4311)5

0000
0343
0131
0424
0212

3014
3302
3140
3433
3221

1023
1311
1104
1442
1230

4032
4320
4113
4401
4244

2041
2334
2122
2410
2203

Tab. 11.42: Zahlen der arithmetischen Serie (3014, 0343)5

(3014, 0343)5..

Aus den Zahlen der oberen Zeile und der linken Spalte lassen sich dann alle Eintrdge der Additionsta-
belle berechnen. In Abbildung 11.43 ist die linke obere Ecke dieser Additionstabelle dargestellt.

0 r 2r 3r 4r ) r+rl

0 0000 4220 3440 2110 1330 4311 3031

S1 3014 2234 1404 0124 4344 2320 1040
25 1023 0243 4413 3133 2303 0334 4004
35 4032 3202 2422 1142 0312 3343 2013
451 2041 1211 0431 4101 3321 1302 0022
52 0343 4013 3233 2403 1123 4104 3324
s2+s1 3302 2022 1242 0412 4132 2113 1333

Tab. 11.43: Tabelle mit den arithmetischen Serien (4220, 4311)5 und (3014, 0343)5
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Rechnet man danach alle Zahlen aus der Additionstabelle in das Zehnersystem um und erhoht alle Zah-
len um 1, ergibt sich das bimagische Quadrat aus Abbildung 11.278.

1 |561(496|281|216(582|392(302|237| 47 |413|348|133| 68 (603|369 |154| 89 |524(434|200|110(545|455(265

385(320(230| 40 |600|336|146| 56 (616(401|167| 77 |512|447|357|123(533|468|253|188|554|489(299(209( 19

139| 74 1609419329 95 (505(440|375|160|546|456|266|176(111|477|287|222| 7 |567|308(243| 28 (588|398

518(428(363(173| 83 |474|259|194|104(539(280|215| 25 |560|495|231| 41 (576(386(321| 62 |622|407|342|127

272(182(117|527 (462|203 | 13 [573|483(293| 34 |594(379|314|249|615|425|335|145( 55 |441|351(161| 96 (506

99 1509|444 (354|164|530|465|275(185|120(481 (291|201 11 |571|312|247| 32 (592|377 |143| 53 |613|423|333

4531263(198|108(543(284|219| 4 |564(499(240| 50 (585|395|305| 66 |601(411|346|131(522|432(367|152| 87

207| 17 (552(487|297| 38 |598|383|318(228(619|404|339|149| 59 [450(360(170( 80 |515|251|186|121|531 (466

586(396(306(241| 26 |417|327|137| 72 |607|373|158| 93 |503|438(179(114|549(459|269| 10 |570|480|290(225

345(130| 65 |625(410|171| 81 (516|426(361|102|537 (472|257 (192|558|493 (278|213 | 23 |389|324(234| 44 (579

42 1577|387 (322|232|623|408|343|128| 63 |429 (364|174 | 84 |519|260(195|105(540|475(211| 21 |556|491|276

421(331(141| 51 [611352(162| 97 |507(442|183|118|528|463(273| 14 |574|484|294(204|595|380(315|250( 35

155| 90 |525|435(370(106(541(451|261|196|562|497|282|217| 2 [393|303|238| 48 |583|349(134| 69 (604|414

534|469(254(189|1241490|300|210( 20 [555(316|226| 36 |596|381|147| 57 |617(402|337| 78 |513 (448|358 |168

288223 8 [568|478|244| 29 |589|399(309| 75 |610(420|330|140(501(436(371(156| 91 |457|267|177|112|547

115]|550(460(270|180|566|476|286(221| 6 |397 (307|242 27 |587|328(138| 73 |608|418|159| 94 |504 (439|374

4941279(214| 24 |559|325(235| 45 |580(390(126| 61 (621|406|341| 82 |517|427|362(172|538|473(258|193(103

248 33 [593|378(313| 54 |614(424|334(144|510|445(355|165(100(461|271|181|116(526|292|202( 12 |572 (482

602|412 (347(132| 67 |433|368|153| 88 [523|264|199|109|544|454|220| 5 [565(500(285| 46 |581|391|301(236

356|166 76 [511|446|187|122|532|467 (252 18 |553|488|298|208(599(384(319(229| 39 |405|340|150| 60 (620

58 |1618(403|338|148(514|449(359|169| 79 (470|255(190|125|535(296|206( 16 |551|486(227| 37 |597|382|317

4371372157 | 92 |502|268|178|113|548(458(224| 9 (569|479(289| 30 |590(400|310(245(606|416(326]|136| 71

1911101|536(471|256| 22 |557|492|277|212|578 (388|323 (233 | 43 |409|344|129| 64 |624|365|175| 85 | 520|430

575|485(295(205| 15 |376|311|246| 31 [591|332|142| 52 |612|422|163| 98 |508(443|353|119|529 (464|274 |184

304|239 49 [584(394|135| 70 |605|415(350| 86 |521|431|366|151|542(452|262(197|107|498|283|218| 3 (563

Abb. 11.278: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =25 (Tarry - Cazalas)

Pandiagonale bimagische Quadrate

Tarry und Cazalas haben festgestellt, dass diese Quadrate sogar pandiagonal werden, wenn eine zuséitz-
liche hinreichende Bedingung erfiillt ist. Hierzu miissen die beiden Serien (r; % s52)5 frei von Wiederho-
lungen an den einzelnen Ziffernpositionen sein.

Betrachtet man beispielsweise die Serien (r1, r2)s = (1330, 4103)s und (s1, s2)5 = (0233, 3314)s, so erhélt

man

(r+s2)s = (2412)s = 0000 2412 4324 1231 3143
(2 —s2)s = (1344)s 0000 1344 2133 3422 4211
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Schreibt man die Zahlen der beiden Serien jeweils positionsgerecht untereinander, so erkennt man, dass
an jeder Position die Ziffern 0, 1, 2, 3 und 4 auftreten. Keine der Ziffern kommt an irgendeiner Position
doppelt vor.

Mit dieser Bedingung erzeugen die beiden Serien (r1,r2)s = (1330, 4103)s und (s1, s2)5 = (0233, 3314)s
das pandiagonale bimagische Quadrat aus Abbildung 11.279.

1 (216|281|496|561|529|119(184(274|464|427|517| 82 |172|362(330(420(610| 75 |140|228|318(383(598( 38

69 |134(349|414|604(592| 32 [247)|312|377 (495|560 25 |215|280(268|458(548|113|178|166|356|446|511| 76

107]197|262(452|5421510|100|165(355|445|408 |623| 63 [128)|343|306(396|586| 26 |241|209(299|489(554| 19

50 [240|305|395|585|573| 13 [203(293|483|471|536|101|191(256(374|439|504| 94 |159147 (337 (402|617 | 57
88 |153|368|433 (523|611 51 [141|331|421|389(579| 44 (234|324|287|477|567| 7 |222(190|255|470|535|125
460(550(115(180|270|358|448|513| 78 |168|131|346|411|601| 66 | 34 (249|314 (379|594|557| 22 |212|277 (492
398|588 28 [243|308|296|486|551| 16 [206(199|264|454|544|109( 97 (162|352 (442|507 |625| 65 |130|345(410
436(501| 91 |156(371|339(404|619| 59 [149|237|302(392|582| 47 | 15 |205(295|485(575|538|103(193|258(473

4791569 9 |224(289|252|467|532|122(187|155|370(435|525| 90 | 53 |143|333|423(613|576| 41 [231|321|386

417|607 72 |137|327)|320|385|600| 40 [230(218|283|498|563| 3 [116(181|271(461|526|519| 84 |174|364 (429

164|354|4441509| 99 | 62 (127 (342|407 |622)|590| 30 |245|310(400(488|553| 18 |208|298|261 (451 (541(106|196

202|292 (482(572| 12 |105|195|260|475(540(503| 93 |158|373|438(401(616| 56 [146|336|304|394|584| 49 (239
145)335|425(615| 55 | 43 |233|323(388|578|566| 6 |221(286|476|469|534(124(189|254(367|432|522| 87 |152

183)|273|463(528|118| 81 |171|361(426|516|609| 74 |139(329|419|382|597| 37 (227|317|285|500|565| 5 |220

246|311(376(591| 31 | 24 |214|279|494 (559|547 |112|177|267|457|450(515| 80 {170|360|348|413|603| 68 133
618| 58 [148(338(403|391|581| 46 |236(301|294|484|574| 14 |204(192 (257 |472(537|102| 95 |160|375|440(505
531|121(186(251|466|434|524| 89 (154 (369|332|422|612| 52 |142|235(325(390(580| 45 | 8 |223(288|478|568
599| 39 (229(319|384|497|562| 2 |217|282|275|465|530|120|185(173(363|428(518| 83 | 71 |136|326|416(606
512| 77 |167|357|447|415|605| 70 |135(350(313|378(593| 33 |248|211|276|491|556| 21 |114|179(269|459 (549

555( 20 (210|300(490(453(543(108|198(263|351|441|506| 96 [161|129|344|409|624| 64 | 27 |242 (307|397 587

322|387 (577 42 |2321|225|290(|480(570| 10 [123|188|253|468|533|521| 86 |151(366|431|424|614| 54 | 144|334
365(430(520( 85 |175]|138|328|418|608| 73 | 36 |226|316|381|596|564| 4 |219(284|499|462|527|117|182(272
278|493 (558 23 |213|176|266|456|546|111| 79 |169|359|449|514|602| 67 |132(347|412|380|595| 35 |250(315
341|406(621| 61 [126|244(309(399|589( 29 | 17 |207 (297|487 |552|545|110(200|265(455|443|508( 98 |163 (353

259(474(539|104(194|157(372 (437|502 92 | 60 |150(340|405(620|583| 48 |238|303(393|481|571| 11 |201{291

Abb. 11.279: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =25 (Tarry - Cazalas)

Fiir die Ordnung n = 9 kann diese hinreichende Bedingung allerdings nicht erfiillt werden, so dass sich
mit dem Verfahren von Tarry und Cazalas keine pandiagonalen bimagischen Quadrate dieser Ordnung
erzeugen lassen.
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11.6.2 Hendricks

Das Verfahren von Hendricks aus Kapitel 11.2.5 kann unverdndert auf die Ordnung n = 25 {ibertragen
werden. Man wihlt also wieder eine Koeffizientenmatrix C, bei der die Summe der Koeffizienten in allen
Zeilen und allen Spalten jeweils gleich 4 ist.

0112
2011
1120
1201

Abb. 11.280: Koeffizientenmatrix

Mit dieser Koeffizientenmatrix ergeben sich folgende Gleichungen fiir die Berechnung der Zahlen d3, d»,
dy und dyp, die modulo m = 5 durchgefiihrt werden muss.

dz = st + 2 2z
d = 28 + 2 + oz
d = s + 51 + 22

d = 5 251 + + oz

Im Beispiel der Ordnung n = 25 ergibt sich die folgende Gleichung, mit der aus der Position (s, z) einer
Zelle die dort einzutragende Zahl d bestimmt werden kann.

d=125-d3+25-dy+5-di+1-dy+1

Im ersten Beispiel wird die Zahl berechnet, die in die Zelle mit der Position (s,z) = (3, 17) eingetra-
gen wird. Alle Koordinaten werden im Zahlensystem zur Basis 5 ausgedrtickt, so dass diese Position
demnach (03, 32) lautet. Damit ergeben sich folgende Berechnungen:

d3=0-04+1-341-342-2=0+3+3+4=10=0
d=2-040-34+1-341-2=04+0+3+2=5=0

d=1-04+1-342-340:-2=0434+6+0=9=4
d=1-04+2-340-341-2=04+64+04+2=8=3

Mit diesen Faktoren kann die einzutragende Zahl x berechnet werden.

d=125-0+25-0+5-4+1-3+1=24

Fiihrt man diese Rechnung fiir alle Koordinaten durch, erhélt man das erste semi-bimagische Hilfsqua-
drat aus Abbildung 11.281.
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Abb. 11.281: Semi-bimagisches Hilfsquadrat 1

Danach wird ein zweites semi-bimagisches Hilfsquadrat konstruiert, indem man die beiden Gleichungen
zur Berechnung der Faktoren d3 und d; ebenso vertauscht wie die Gleichungen fiir d; und dp.

d3
d
d
do

2

52

52
52

+

+

+

<1

27

+

22
+ 22
+
+ 22

21

Mit diesen neuen Gleichungen werden wieder die Zahlen berechnet, die in das zweite semi-bimagische
Hilfsquadrat einzutragen sind. (siehe Abbildung 11.282)
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1|37 (73]|84|120(257|293(304|340|371(513|549(560|591(602(144|155(186|222(233|400|406(442|453 (489

181|217|228|139|175(437|473(484|395|401| 68 | 79 |115| 21 | 32 |324|335|366|252|288|555(586 (622 (508|544

361(272(283(319|330|617|503|539(575(581|248|134|170|176|212(479(390(421(432|468|110| 16 | 27 | 63 | 99

416|427 (463(499|385| 47 | 58 | 94 |105| 11 (278|314|350|356|267(534(570(576(612|523|165|196|207|243 (129

596|607 (518|529(565|202(238(149|160(191 (458|494 (380|411(447| 89 |125| 6 | 42 | 53 |345|351(262|298(309

153]1189|225(231|142|409|445|451(487|398( 40 | 71 | 82 (118| 4 [291|302(338|374|260(547|558|594|605|511

333[369(255|286 (322|589 (625|506|542(553|220(226|137|173(184|471|482)|393|404(440| 77 |113| 24 | 35 | 66

388|424 (435(466(477| 19 | 30 | 61 | 97 [108(275|281|317|328|364 501 (537|573 (584|620|132|168|179|215(246

568|579(615(521|532|199|210|241|127|163|430|461|497|383|419( 56 | 92 [103| 14 | 50 |312|348|359|270(276

123| 9 | 45| 51| 87 |354|265|296(307|343|610(516|527 (563|599(236|147(158(194|205(492|378|414|450|456

305(336(372|258(294|556(592 (603|514 (550|187 |223|234|145(151|443|454|490|396(407| 74 | 85 [116| 2 | 38

485(391(402|438(474|111| 22 | 33 | 69 | 80 (367|253(289|325(331(623|509(545|551(587(229|140(171|182(218

540|571(582(618|504|166|177|213|249|135(422|433|469|480|386( 28 | 64 [100(106| 17 |284|320|326|362 (273

95(101| 12 | 48 | 59 [346(357(268|279|315|577 (613|524 (535|566|208|244|130|161 (197 (464|500|381|417|428

150|156(192|203|239(376(412(448|459(495| 7 | 43| 54 | 90 [121{263|299|310|341|352|519(530(561(597|608

4521488(399|410(441| 83 [119| 5 | 36 | 72 |339|375(256|292|303|595|601|512|548(559|221|232(143|154(190

507(543(554|590(621 (138|174 (185|216 (227 |394|405(436|472|483| 25 | 31 | 67 | 78 [114|251|287 (323|334(370

62 | 98 [109| 20 | 26 {318]329(365|271|282(574|585(616|502|538(180|211(247|133|169(431|467|478|389|425

242|128(164(200|206|498|384|420|426|462(104| 15| 46 | 57 | 93 |360(266|277(313|349|611|522|533|569 (580

297308 (344(355|261|528|564|600(606(517(159|195|201|237|148|415(446|457(493|379| 41 | 52 | 88 |124| 10

604(515(546|557(593 (235|141 (152|188 (224|486 |397|408|444 (455|117 3 | 39| 75 | 81 |373|259(295|301 (337

3417076 (112]| 23 |290|321|332|368|254|541(552|588(624|510(172|183(219(230|136(403|439|475|481|392

2141250(131|167|178|470(476 (387|423 (434| 96 |107| 18 | 29 | 65 |327|363|274|285(316|583|619(505|536(572

269|280(311(347|358|525|531|567|578|614(126|162|198|209|245(382(418|429(465|496| 13 | 49 | 60 | 91 (102

4491460(491(377|413| 55| 86 |122| 8 | 44 [306|342(353|264|300|562 (598|609 (520(526|193|204|240|146|157

Abb. 11.282: Semi-bimagisches Hilfsquadrat 2

Nun markiert man im ersten Hilfsquadrat alle Zahlen, die sich in einer beliebigen Zeile des zweiten
Hilfsquadrates befinden. Wahlt man beispielsweise die untere Zeile, erkennt man in Abbildung 11.283,
dass sich in jeder Zeile und in jeder Spalte des ersten Hilfsquadrates genau eine dieser Zahlen befindet.

Da die markierten 25 Zahlen addiert die bimagische Summe ergeben, werden sie jetzt durch das Ver-
tauschen von Zeilen auf die Nebendiagonale transformiert. Da sich durch diese Transformationen die
Zeilen- und Spaltensummen nicht dndern, ist das transformierte Quadrat aus Abbildung 11.284 bima-
gisch.
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Abb. 11.283:

Semi-bimagisches Hilfsquadrat 1 mit den markierten Zahlen
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Abb. 11.284: Bimagisches Quadrat der Ordnung n =25 (Hendricks)
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11.6.3 Li Wen

Im Jahre 2002 veroffentlichte Li Wen ein pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n = 25.70 Li
Wen benutzt eine Formel, mit der die Zahlen z in den einzelnen Zellen direkt berechnet werden konnen.

z2=25-(5-mi+mp)+5 -mzs+mss+ 1;

Um seine Formel etwas vereinfacht darstellen zu kénnen, werden hier folgende Zwischenwerte benutzt:

x1=x/5
X2 =X mod 5
yi=y/5
2=y mod 5

m=Q2-x1+y1) mod5
my=(x2+2-y) mod 5
m3=@B-x1+y1) mod5
mg = (x2+3-y) mod 5
ms=G-x1+y1) mod 5
me = (x2+3-y) mod 5
m34 = (m3 + my) mod 5
mse = (ms +2-mg) mod 5

Mit dieser Formel von Li Wen ergibt sich das pandiagonale bimagische Quadrat der Ordnung n = 25
aus Abbildung 11.285.

Diese Formel bietet nattirlich Spielraum fiir andere Parameter. So habe ich in einigen Termen die Faktoren
verdndert und auf mogliche Werte fiir die benutzten Parameter untersucht.

x1 =x/5
X2 =x mod 5
yI=Yy/5
2=y mod 5

m=(@-x1+b-y;) mod5
my=(c-x2+d-y) mod5
m3=(e-x1+ f-y1) mod5
ms=(g-x2+h-y) mod5
ms=@G-x1+y1) mod 5
me= (x2+3-y2) mod 5
m3q4 = (i -m3+ j-my) modS5S
mse = (k-ms5+1-mg) mod 5

70 Li Wen [579]
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Abb. 11.285: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung 25 (Li Wen)

Insgesamt ergeben sich dabei 49 152 Kombinationen von Parametern, die zu pandiagonalen bimagischen
Quadraten fiihrten.

Belegung

a b ¢ d e f g h i j k I
2 1 4 3 1 2 3 4 1 1 2 3

Es stellt sich aber heraus, dass nur 6144 dieser Quadrate auch wirklich verschieden sind. Eines dieser
Quadrate ist in Abbildung 11.286 dargestellt.

-934 -



120

84

73

37

258

372

336

305

294

515

604

593

557

546

142

231

225

189

153

399

488

452

441

410

98

62

26

20

109

330

319

283

272

361

582

571

540

504

618

214

178

167

131

250

466

435

424

388

477

45

123

87

51

297

261

355

344

308

529

518

607

596

565

156

150

239

203

192

413

377

491

460

449

112

76

70

34

23

369

333

322

286

255

621

590

554

543

507

228

217

181

175

139

485

474

438

402

391

59

48

12

101

95

311

280

269

358

347

568

532

521

615

579

200

164

128

242

206

427

416

385

499

463

140

229

218

182

171

392

481

475

439

403

24

113

77

66

35

251

370

334

323

287

508

622

586

555

544

207

196

165

129

243

464

428

417

381

500

91

60

49

13

102

348

312

276

270

359

580

569

533

522

611

154

143

232

221

190

406

400

489

453

442

38

116

85

74

295

259

373

337

301

547

Bilil

605

594

558

246

215

179

168

132

478

467

431

425

389

110

99

63

27

16

362

326

320

284

273

619

583

572

536

505

193

157

146

240

204

450

414

378

492

456

52

41

10

124

88

309

298

262

351

345

561

530

519

608

597

274

363

327

316

285

501

620

584

573

537

133

247

211

180

169

390

479

468

432

421

17

106

100

64

28

341

310

299

263

352

598

562

526

520

609

205

194

158

147

236

457

446

415

379

493

89

53

42

125

288

252

366

335

324

545

509

623

587

551

172

136

230

219

183

404

393

482

471

440

31

25

114

78

67

360

349

313

277

266

612

576

570

534

523

244

208

197

161

130

496

465

429

418

382

103

92

56

50

14

302

291

260

374

338

559

548

512

601

595

186

155

144

233

222

443

407

396

490

454

75

39

117

81

383

497

461

430

419

15

104

93

57

46

267

356

350

314

278

524

613

577

566

535

126

245

209

198

162

455

444

408

397

486

82

71

40

118

339

303

292

256

875

591

560

549

513

602

223

187

151

145

234

422

386

480

469

433

29

18

107

96

65

281

275

364

328

317

538

502

616

585

574

170

134

248

212

176

494

458

447

411

380

121

90

54

43

7

353

342

306

300

264

610

599

563

527

516

237

201

195

159

148

436

405

394

483

472

68

32

21

115

79

325

289

253

367

331

552

541

510

624

588

184

173

137

226

220

517

606

600

564

528

149

238

202

191

160

376

495

459

448

412

122

86

55

44

265

354

343

307

296

589

553

542

506

625

216

185

174

138

227

473

437

401

395

484

80

69

33

22

111

332

321

290

254

368

531

525

614

578

567

163

127

241

210

199

420

384

498

462

426

47

11

105

94

58

279

268

357

346

315

603

592

556

550

514

235

224

188

152

141

487

451

445

409

398

119

83

72

36

5

371

340

304

293

257

575

539

503

617

581

177

166

135

249

213

434

423

387

476

470

61

30

19

108

97

318

282

271

365

329

Abb. 11.286:

11.6.4 Taneja

Pandiagonales bimagisches Quadrat von Li Wen (Li Wen, Beispiel 2)

Ein weiteres Verfahren zur Konstruktion pandiagonaler bimagischer Quadrate habe ich in einem Artikel
von Inder J. Taneja gefunden.”! Dieses Verfahren dhnelt ein wenig dem Verfahren von Li Wen, erzeugt

aber andere bimagische Quadrate.

Taneja geht von einem pandiagonalen magischen Quadrat der Ordnung n = 5 aus, mit dem diagonale
Euler-Quadrate erzeugt werden, die dann zu einem pandiagonalen bimagischen Quadrat zusammenge-
setzt werden.

71 Taneja [533]
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1(22(18|14]|10
13(9 (5 (21|17
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19115|6 | 2 |23

Abb. 11.287: Pandiagonales magisches Ausgangsquadrat

In diesem Ausgangsquadrat werden alle Zahlen um 1 vermindert und im Zahlensystem zur Basis 5 dar-
gestellt. In Abbildung 11.288 werden zusétzlich die linken und rechten Ziffern dieser Zahlen in eigenen
Quadraten dargestellt.

00(41(32(23|14 01413121 0|12 (3|4
2213|0440 (31 2110|413 21341011
44130(21(12]03 41312|1]|0 410|123
11|02(43|34|20 1({0|4(|3]|2 1123|410
33|124(10|01 |42 312110 4 314(0]1]2

a) Fiinfer-System b) L: linke Ziffern ¢) R: rechte Ziffern

Abb. 11.288: Zerlegung des pandiagonalen Ausgangsquadrates

Danach werden die beiden Quadrate L und R insgesamt 25 Mal miteinander kombiniert und damit die
diagonalen Euler-Quadrate erstellt. Damit das Verfahren nicht durch zusatzliche mathematische Berech-
nungen verschleiert wird, werden die Zeilen und Spalten in den Quadraten der Ordnung 5 von der
linken oberen Ecke mit 0 ausgehend aufsteigend nach unten und nach rechts durchnummeriert.

Dies gilt auch fiir die 25 Teilquadrate der GrofSe 5 x5 in den beiden Euler-Quadraten der Ordnung n = 25.
Hier gibt die erste Ziffer die Zeilennummer und die zweite Ziffer die Spaltennummer des betreffenden
5x5 - Teilquadrates an.

0 1 2 3 4
0 [00|01|02|03|04
1|10[11]12|13]|14
20|21 (22|23 |24
30(31(32(33|34
40|41 (42|43 |44

S~ w N

Abb. 11.289: Kennzeichnung der 5x5 - Teilquadrate im ersten Hilfsquadrat der Ordnung 25

Alle 25 Teilquadrate des ersten Hilfsquadrates werden nur mit den Zahlen aus einer Zeile des Aus-
gangsquadrates gefiillt, wobei die Zahlen der einzelnen Zeilen jedoch in unterschiedlicher Reihenfolge
angeordnet werden. Welche Zeile des Ausgangsquadrates dazu gewéahlt wird, bestimmt das Quadrat
L. Soll beispielsweise das Teilquadrat 00 in der linken oberen Ecke des ersten Hilfsquadrates aus Ab-
bildung 11.289 gefiillt werden, ergibt sich an der gleichen Position des Quadrates L der Index 0. Damit
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treten in diesem 5x5 - Teilquadrat nur die Zahlen aus der Zeile 0 des Ausgangsquadrates auf, also die
Zahlen, 1, 22,18, 14, 10.

Fiir die linke Spalte des Hilfsquadrates werden die Zahlen aus den Zeilen in der Reihenfolge 0,2,4, 1,3
benutzt, die sich aus der linken Spalte des Quadrates L ergibt. Fiir die obere Zeile lautet der zu be-
nutzende Zeilenindex 0, so dass in jeder Zeile des zu fiillenden 5x5 - Teilquadrates nur die Zahlen
1,22, 18, 14, 10 auftreten. Diese fiinf Zahlen des Ausgangsquadrates werden von links nach rechts mit
den Indizes 0, 1, 2, 3, 4, also den zugehorigen Spaltennummern, gekennzeichnet.

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 01 2 3 4
000({01(02|03|04 0(0(413]|2]|1 011 (22(18(14]|10
1(10(11|12|13|14 1{2(1]0|4]3 1139 |5 |21|17
2120|2122 |23 (24 214132110 2 125(16(12| 8| 4
3130131(32(33(34 31]1|10(4(3]2 3173 |24(20(11
4140|4142 (43|44 41312 (|1(0]4 4119|156 |2 (23

a) 5X5 - Teilquadrate b) QuadratL ¢) Ausgangsquadrat

Abb. 11.290: Ausgangszahlen fiir das erste Teilquadrat

Die Reihenfolge, mit denen diese fiinf Zahlen in die obere Zeile des zu fiillendes 5x5 - Teilquadrates 00
eingetragen werden, ergibt sich aus der zugehorigen Zeile des Quadrates L. Dort ergibt die Reihenfolge
0,4,3,2,1, so dass die Zahlen des Ausgangsquadrates in der Reihenfolge 1, 10, 14, 18, 22 eingetragen
werden.

0|14(3]2]1 1(10(14]18(22
211(0]4]3
413(2]|1]0
110432
312|1({0f|4
a) Quadrat L b) Teilquadrat 00

Fiir die ndchste Zeile benutzt man die Reihenfolge, die durch die zweite Zeile des Quadrates L festgelegt
wird. Mit der Reihenfolge 2, 1,0, 4, 3 werden also die Zahlen 18,22, 1, 10, 14 eingetragen.

014|321 1(10(14|18]|22
2|11(0(4]3 181221 (1014
41312(1|0
1({0[(4]3]|2
3(12(1(0]4

¢) Quadrat L d) Teilquadrat 00

Fillt man entsprechend auch die verbleibenden drei Zeilen, erhdlt man das vollstandige Teilquadrat 00
wie in Abbildung 11.291, das dann an der entsprechende Position 00 im Hilfsquadrat der Ordnung 25
eingefiigt werden kann.
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0141321 1(10]14(18(22
211(0]4]3 18|22 1|10|14
413(2]|1]0 10|114(18|22| 1
110432 22|11 (10(14]|18
3|12(1(0f4 1411822 | 1 |10
e) Quadrat L f) Teilquadrat 00

Abb. 11.291: Vollstandig gefiilltes Teilquadrat 00

Fiir das direkt darunter liegende Teilquadrat 10 ergibt sich aus dem Quadrat L die Kennziffer 2, so dass
alle Zeilen dieses Teilquadrates mit den Zahlen 25, 16, 12, 8,4 gefiillt werden miissen. Die Reihenfol-
ge dieser Zahlen ergibt sich wieder aus den Zeilen des Quadrates L, deren Zahlen als Indizes benutzt
werden.

o1 2 3 4 o1 2 3 4
010|143 |2]|1 01]22(18|14(10 251 4|8 (12]|16
1{2(1]0|4]3 111395 |21|17 12|16 (25| 4 | 8
21413121160 2 (25|16(12( 8 | 4 4 1812|1625
311|10(4(3]2 3173 |24(20(11 16 (25 4 | 8 |12
413(2|1])]0]4 4119(15| 6|2 |23 8 12|16|25| 4
a) Quadrat L b) Ausgangsquadrat ¢) Teilquadrat 01

Abb. 11.292: Vollstandig gefiilltes Teilquadrat 01

Als drittes Beispiel soll noch das Teilquadrat mit der Kennziffer 21 betrachtet werden. Hier wird die
zugehorige Zeile mit 3 bestimmt, da sich dieser Wert in Zeile 2 und Spalte 1 des Quadrates L befindet.
Damit ergeben sich die zu benutzenden Zahlen aus Zeile 3 des Ausgangsquadrates und lauten damit
7,3,24,20,11.

0o 1 2 3 4 01 2 3 4
0041321 01]22(18|14(10 7 |11(20(24| 3
1{2(1](0|4]3 11319 |5 (2117 2413 |7 (11]|20
214132110 2 125(16(12| 8 | 4 11(20(24|3 |7
311|0(4(3]2 3173 |24(20(11 37 (11(20(24
41312 |1(0]4 4 119|115| 6 | 2 |23 2012413 |7 |11
a) Quadrat L b) Ausgangsquadrat ¢) Teilquadrat 21

Abb. 11.293: Vollstandig gefiilltes Teilquadrat 21

Fiillt man entsprechend alle 25 Teilquadrate, erhilt man das erste Hilfsquadrat aus Abbildung 11.294.
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0 1 2 3 4
1(10(14]|18(22|19|23|2 |6 |15|7 (11]|20|24|3 |25|4 |8 |12|16|13|17]|21|5 |9
18122| 1 (10]|14| 6 (1519|232 |24|3 |7 |11|20|12(16|25| 4 (8|5 |9 [13|17]|21
0110(14(18|22| 1 |23|2 |6 (15(19|11(20(24|3 |7 |4 |8 |12(16|25|17(21|5 |9 |13
22| 1)10(14|18|15(19(23|2 |6 |3 |7 |11(20|24|16|25|4 |8 (12| 9 |13|17(21|5
141181221 10| 2 [ 6 |15|19(23|20|24|3 |7 |11|8 [12]|16|25( 4 |21|5 |9 |13|17
25|14 |8 (12|16|13(17(21|5|9|1]10|14(18|22|19|23|2 |6 (15| 7 |11|20(24]| 3
12116|25(4 |8 | 5|9 |13|17|21|18|22| 1 (10|14|6 (15(19|23|2 (24|3 |7 (11|20
114|8]12(16(25|17|21|(5 |9 |13(10|14|18(22| 1 |23|2 |6 |15(19(11|20|24(3 |7
16|25| 4 [ 8 |12| 9 [13|17|21|5 (22| 1 |10(14|18|15(19(23|2 |6 |3 |7 |11(20|24
8 (12(16|25| 4 (21| 5|9 (13|17|14(18(22| 1 (102 |6 |15(19|23|20(24|3 |7 |11
19(23(2 |6 (15| 7 |11|20|24| 3 |25| 4 | 8 [12(16(13(17(21| 5|9 |1 |10|14|18|22
6 |15(19(23(2 (243 |7 |11|20|12|16|25|4 (8 |5 (9 (13|17|21|18|22| 1 |10|14
2 (23[2|6(15(19|11|20|124|3 |7 |4 |8 (12(16(25(17|21|5 |9 |13|10|14(18(22| 1
15(19(23(2 |6 |3 |7 |11|20|24|16(25(4 (8 (12| 9 |13|17|21|5 |22| 1 [10(14(18
216|15(19(23|20(24(3 (7 |11|8 |12|16|25| 4 [21(5 |9 (13|17|14|18|22| 1 |10
1311712115 (9| 1]10(14|18|22|19(23|2 |6 (15| 7 |11|20(24| 3 |25(4 |8 |12]|16
519 |13(17(21|18|22( 1 |10|14| 6 (15|19|23(2 |24|3 |7 (11|20|12(16|25|4 |8
311712115 (9 |13|10(14|18|22|1 (23| 2|6 (15|19|11|20(24|3 |7 (4|8 |12|16|25
9 1317|215 |22|1(10|14|18|15(19|23|2 (6|3 |7 |11(20|24|16(25|4 |8 |12
21159 (13|17|14|18(22| 1|10 2 |6 |15|19(23|20|24(3 |7 |11|8 [12|16|25| 4
7 |111120(24(3 |25|4 (8 |12|16|13(17|21|5(9|1|10|14(18|22|19(23|2 |6 |15
2413 |7 (11|20)12|16(25|4 |8 5|9 |13|17(21|18|22| 1 |(10|14| 6 [15]|19|23| 2
4 111|120(24(3 |7 |4 (8 |12|16(25(17|21|5 (9 |13|10|14(18|22| 1 (23|2 |6 |15(19
3|7 |11|20(24|16|25(4 |8 |12|9 (13|17|21(5|22|1(10(14]|18|15(19|23|2 |6
2012413 (7 |11| 8 |12(16|25| 4 (21| 5|9 |13(17|14)|18|22| 1 |10|2 |6 |15|19|23

Abb. 11.294: Erstes Hilfsquadrat der Ordnung n = 25

Das zweite Hilfsquadrat der Ordnung n = 25 ldsst sich entsprechend erstellen, nur dass hier die benut-
zenden Zahlen durch das Quadrat R festgelegt wird. Fiir das Teilquadrat mit der Kennziffer 32 ergibt sich
beispielsweise aus der Zeile 3 und der Spalte 2 die Zeilennummer 3 und damit die Zahlen 7, 3, 24, 20, 11
des Ausgangsquadrates.

01 2 3 4
0|1(22(18|14(10
1139 |5 ]|21|17
25|16|12| 8| 4
713 (24(20(11
19(15(6 | 2 |23

oSO|lW| L | BN
| BdIN|O|lw]|w
Njo|lw |||+

AN O|W]|

B w N
S~ w N

a) Quadrat R b) Ausgangsquadrat

Abb. 11.295: Auswahl der Zahlen fiir das Teilquadrat 32

Die Reihenfolge der in die Zeilen des Teilquadrates einzutragenden Zahlen richtet hier nach den Zahlen
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in den Spalten des Quadrates L. In die Zeile 0 werden also die Zahlen in der Reihenfolge 0,2,4,1,3
eingetragen, in die Zeile 1 in der Reihenfolge 4, 1, 3, 0, 2 usw. Insgesamt ergibt sich damit das Teilquadrat
in Abbildung 11.296.

0|14 (3(2]|1 7 124(11( 3 (20
2|11(0(4]3 11| 3 (20| 7 (24
413(2(1|0 20| 7 (24(11] 3
1101432 24 11| 3 (20 7
312(1(0|4 3120(7 (2411
a) QuadratL b) Teilquadrat 32

Abb. 11.296: Vollstandig gefiilltes Teilquadrat 32

Verfahrt man bei den anderen 24 Teilquadraten ebenso, ergibt sich das zweite Hilfsquadrat der Ordnung
25 aus Abbildung 11.297.

1(18|10|22(14|13|5 (179 |21|25(12|4 |16(8 |7 |24|11|3 |20|19| 6 |23|15( 2
10122141 (18|17 9 21|13 |5 |4 |16| 8 [25]|12|11| 3 |20| 7 (24|23|15|2 (19| 6
0 (14(1(18(10(22|21|13|5|17|9 |8 |25(12(4 (16|20 7 |24|11|3 |2 |19|6 (23|15
18(10(22 (14| 1 |5|17|9|21|13|12| 4 (16| 8 |25|24|11|3 |20| 7 |6 |23[15(2 (19
22(14|1|(18|10|9 |21|13| 5 |17|16( 8 (25(12|4 |3 |20| 7 |24|11|15(2 (19| 6 (23
25(12| 4 |16|8 |7 |24|11| 3 |20|19( 6 (23 (152 |1 |18|10|22|14|13|5 (179 |21
4116| 8 |25|12|11( 3 (20| 7 |24|23|15|2 |19| 6 [10(22(14| 1 (18|17|9 |21|13|5
1]18|25|12| 4 |16|20| 7 (24113 |2 |19|6 |23|15|14| 1 |18(10(22(21|13|5 |17|9
12| 4 (16| 8 |25|24|11| 3 |20| 7 | 6 |23|15( 2 (19(18(10(22|14| 1|5 |17]|9 |21|13
16| 8 (25(12| 4 |3 |20| 7 |24|11|15| 2 |19| 6 (2322|141 |18|10|9 |21|13|5 |17
19(6 (23|15 2 | 1|18|10|22|14|13|5 (179 |21|25|12| 4 |16|8 |7 |24|11| 3 (20
23(15(2 (19| 6 |10|22|14| 1 |18|17|9 (21|13 5|4 |16|8 |25|12|11| 3 [20( 7 (24
212|196 |23|15(14|1|18(10|22|21|13|5|17|9 |8 |25|12|4 |16|20| 7 [24|11| 3
6 |23(15(2 (19(18|10|22|14| 1|5 |17|9 |21|13(12|4 (16| 8 |25|24|11| 3 |20]| 7
15(2 (19| 6 (23|22|14| 1 |18|10| 9 |21|13(5 (17|16 8 |25|12| 4 |3 |20| 7 |24|11
13[5 (179 (21|25|12| 4 |16| 8 | 7 [24(11(3 [20(19]| 6 |23|15|2 |1 |18(10(22|14
1719 (21|13 | 5| 4 |16|8 |25]|12|11| 3 (20| 7 (24|23|15| 2 |19| 6 |10|22|14| 1 (18
3(21(13(5 (179 |8 |25|12|4 |16|20| 7 |24(11(3 (2 (19|6 |23|15|14| 1 |18|10|22
51179 (21(13|12| 4 |16| 8 |25|24|11| 3 |20 7 |6 (23 (15| 2 |19|18|10|22|14]| 1
9 |21(13(5 (17|16 8 |25|12|4 |3 |20| 7 |24(11(15(2 (19| 6 |23|22|14| 1 |18]|10
7 |24(11(3 (20(19| 6 |23|15|2 |1 |18(10(22(14(13|5|17|9 |21|25|12| 4 (16| 8
11(3 (20| 7 (24|23|15| 2 |19| 6 |10|22|14| 1 (18179 (21|13|5 |4 |16| 8 |25]|12
4 (207 (24|11 3|2 |19|6 |23|15|14| 1 (18(10(22|21|13|5|17|9 |8 |25(12|4 |16
24 (113 (20| 7 | 6 |23|15]| 2 |19|18|10(22 (141 |5 |17|9 |21|13|12| 4 16| 8 |25
31207 |24|11|15(2 (196 (23|22|14| 1 |18|10| 9 (21(13|5 (17|16|8 |25|12| 4

Abb. 11.297: Zweites Hilfsquadrat der Ordnung n = 25
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Mit diesen beiden Hilfsquadraten ergibt sich das pandiagonale bimagische Quadrat aus Abbildung 11.298
dadurch, dass man die beiden Hilfsquadrate tiberlagert. Die Zahlen des ersten Hilfsquadrates werden zu-
nédchst um 1 vermindert und dann mit 5 multipliziert und die entsprechende Zahlen des zweiten Hilfs-
quadrates hinzu addjiert.

1 [243|335|447|539|463|555| 42 [134|371|175|262|479|591| 58 [607| 99 [186|278]|395|319(406(523 (115|202

435|547 14 |1226(343|142(359(471|563| 30 |579| 66 |158|275|487|286|378|620| 82 [199|123|215(302|419 (506

239(326(443|535| 22 |571| 38 (130|367 (459|258|500(587| 54 [166| 95 |182(299|386(603|402|519(106|223 (315

543| 10 (247|339|426|355(467|559| 46 [138| 62 |154|266|483|600(399|611| 78 |195(282|206|323(415|502(119

347|439(526| 18 |235| 34 | 146|363 |455(567|491|583| 75 |162|254|178(295|382(624| 86 |515|102|219|306 (423

625| 87 (179(291|383|307|424|511|103 (220 19 |231|348|440|527 (451|568 35 [147|364|163|255(492|584| 71

279391(608(100|187|111|203|320|407 |524|448|540| 2 |244|331|135(372|464(551| 43 |592| 59 |171|263 (480

83 1200|287 (379|616|420|507|124(211|303|227 (344|431 (548| 15 |564| 26 |143|360|472|271|488|580| 67 |159

387(604| 91 |183(300(224|311(403|520(107(531| 23 (240|327 |444|368|460(572| 39 [126| 55 |167 (259|496 (588

191|283|400|612| 79 (503(120(207|324|411|340(427|544| 6 (248| 47 |139|351|468|560(484(596| 63 | 155|267

469|556 48 [140|352|151|268|485|597 | 64 [613| 80 |192|284|396(325(412|504(116|208| 7 |249|336|428(545

148|365|452|569| 31 585 72 [164|251(493)|292|384|621| 88 [180(104|216|308|425|512|436 (528 20 (232|349

552| 44 (131|373|465|264|476(593| 60 (172 96 |188|280|392(609|408|525|112|204(316|245|332 (449|536 3

356|473 |565| 27 |144| 68 |160(272|489(576|380|617| 84 |196(288|212|304|416|508(125|549| 11 [228|345(432

40 1127|369 (456|573|497|589| 51 [168)|260|184(296|388(605| 92 |516|108|225(312|404|328|445|532| 24 |236

313|405(517(109|221| 25 |237|329|441|533|457|574| 36 |128|370(169(256|498(590| 52 |601| 93 |185|297 (389

117]209|321|413|505(429(541| 8 |250(337|136|353|470|557| 49 (598 65 |152|269|481|285(397 (614 76 [193

421|513(105(217|309|233|350|437|529| 16 [570| 32 |149|361|453|252 (494|581 73 |165| 89 |176|293|385(622

205(317(409|521|113|537| 4 |241|333(450(374|461(553| 45 [132| 56 |173|265|477(594|393|610( 97 |189(276

509(121(213|305(417|341(433|550| 12 (229| 28 |145|357|474(561|490|577| 69 |156(273|197|289 (376|618 85

1571274486578 70 (619 81 [198|290|377|301|418|510(122(214| 13 |230|342|434|546|475(562| 29 (141|358

586 53 [170(257(499)298|390|602| 94 [181|110|222|314|401|518|442 (534 21 (238|330|129|366(458|575| 37

270|482(599( 61 |153| 77 |194|281|398|615(414|501|118|210|322|246(338(430(542| 9 |558| 50 |137|354 (466

74 1161(253|495|582 (381|623 | 90 |177|294(218|310(422|514|101(530| 17 [234|346|438|362|454|566| 33 |150

4781595 57 |174(261(190(277(394|606| 98 [522|114(201|318(410(334|446(538| 5 |242| 41 |133(375|462(554

Abb. 11.298: Pandiagonales bimagisches Quadrat der Ordnung n =25 (Taneja)

Insgesamt existieren unter den 3600 verschiedenen pandiagonalen Quadraten der Ordnung n = 5 nur
50 Quadrate, mit denen pandiagonale bimagische Quadrate der Ordnung 25 erzeugt werden koénnen. In
einem zweiten Beispiel ist das pandiagonale Ausgangsquadrat zusitzlich noch symmetrisch und ultra-
magisch.
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2413 |7 (11|20
12(16(25( 4 | 8
5191131721
18221 (10|14
6115(19(23)| 2

Abb. 11.299: Pandiagonales, symmetrisches und ultramagisches Ausgangsquadrat

Aus diesem Ausgangsquadrat entsteht mit diesem Verfahren das pandiagonales bimagisches Quadrat
aus Abbildung 11.300, welches zusitzlich auch symmetrisch und ultramagisch ist, sowie trimagische
Diagonalen besitzt.

39 |126|368|460(572(496(588| 55 |167]|259|183|300(387 (604 | 91 |520|107|224|311 (403 (327|444|531| 23 |240

468|560 47 |139(351(155|267 (484|596 63 (612| 79 (191|283(400(324|411(503|120(207| 6 |248(340|427 (544

1471364|451(568| 35 |584| 71 |163(255]|492|291 (383|625 87 |179|103 (220|307 (424|511|440(527| 19 (231|348

551 43 [135|372|464|263|480(592| 59 [171|100|187(279|391|608|407|524|111|203(320|244|331(448|540( 2

360(472(564| 26 |143| 67 |159|271|488(580(379|616| 83 |200|287|211|303(420(507(124|548| 15 |227|344|431

508(125(212(304|416|345|432|549| 11 (228 27 |144|356|473|565(489(576| 68 |160|272)|196|288(380(617 | 84

312|404(516(108|225| 24 |236|328|445(532|456|573| 40 |127|369(168(260(497(589| 51 |605| 92 (184|296 (388

116|208|325(412|504|428|545| 7 (249|336|140(352|469(556| 48 [597| 64 |151(268|485(284|396|613| 80 |192

425(512(104|216(308|232(349(436|528( 20 |569| 31 |148|365(452|251|493|585| 72 [164| 88 |180(292|384 (621

204|316(408(525|112|536| 3 |245|332|449(373|465|552| 44 |131| 60 (172|264 (476|593]|392|609| 96 | 188|280

477|594 56 [173]265|189|276|393|610| 97 [521|113|205|317|409(333 (450|537 4 |241| 45 |132|374|461(553

156|273|490|577| 69 (618 85 [197|289|376|305(417|509(121(213| 12 |229|341|433|550(474(561| 28 | 145|357

590 52 [169|256(498|297(389|601| 93 [185|109|221|313|405(517|441|533| 25 |237(329|128|370(457|574| 36

269(481(598| 65 [152| 76 [193(285|397(614|413|505(117|209(321|250|337(429|541| 8 |557| 49 (136|353 (470

73 1165(252|494 1581 (385|622 89 |176]293(217|309(421|513|105(529| 16 [233|350|437(361|453|570| 32 |149

346|438(530( 17 |234| 33 |150|362|454|566|495|582| 74 |161|253 (177|294 |381(623| 90 |514|101|218|310(422

5 1242|334 (446(538|462|554| 41 |133(375(174(261(478|595| 57 |606| 98 |190(277(394|318|410|522|114|201

434|546 13 [230(342|141|358|475|562| 29 |578| 70 |157|274|486(290(377|619( 81 |198|122|214|301|418(510

238(330(442|534| 21 |575| 37 [129|366(458(257|499(586| 53 [170| 94 |181(298|390(602|401|518(110|222(314

5421 9 (246|338(430(354|466(558| 50 (137 61 |153(270|482(599(398|615( 77 |194(281|210|322(414|501(118

195|282(399|611| 78 502(119(206|323|415)|339|426|543| 10 (247| 46 |138|355|467|559|483 (600 62 (154|266

624| 86 [178(295|382|306|423|515(102 (219 18 |235|347|439|526(455(567 | 34 |146|363|162|254 (491|583 75

278|395(607( 99 |186|115|202|319|406(523|447|539| 1 |243|335(134(371|463(555| 42 |591| 58 |175|262 (479

82 1199|286(3781|620|419|506|123(215|302|226(343|435(547| 14 |563| 30 |142(359|471|275|487|579| 66 |158

386|603 | 95 |182(299|223(315(402|519(106|535| 22 |239|326(443|367|459|571| 38 [130| 54 |166 (258|500 (587

Abb. 11.300: Pandiagonales, symmetrisches, ultramagisches und bimagisches Quadrat der Ordnung n = 25
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